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Es werden Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen fu¨r ein elastisches Kontinuum mit ei-
ner deformierbaren Mikrostruktur hergeleitet. Unter Benutzung der Lie-Gruppen Theo-
rie findet man alle Lie-Punkt Symmetrien, welche die Lagrangedichte der elastischen
Kontinua mit einer Mikrostruktur invariant lassen. Das Noether Theorem dient in der
Feldtheorie als Mittel zur Herleitung von Erhaltungssa¨tzen aus den bekannten kon-
tinuierlichen Lie-Punkt Symmetrien. Die Erhaltung des Impulses und Drehimpulses
folgt entsprechend aus der ra¨umlichen Translations und Rotationssymmetrie. Die Er-
haltung der Energie entspricht der Translationssymmetrie in der Zeit. Beim U¨bergang
von dem klassischen elastischen Kontinuum in ein solches mit einer Mikrostruktur wird
die Skalierungssymmetrie der Lagrangedichte gebrochen. Dadurch entsteht aus einem
Erhaltungssatz eine Bilanzgleichung. Auf der gleichen Art und Weise wie fu¨r ein elasti-
sches Medium mit einer Mikrostruktur findet man Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichun-
gen fu¨r die lineare Gradientenelastizita¨t. In der hier behandelten Gradientenelastizita¨t
wird in der Materialgleichung fu¨r die Spannung zusa¨tzlich zum ersten noch der zweite
Verschiebungsgradient beru¨cksichtigt.
Nach einer kurzen Einfu¨hrung in die inkompatible Elastizita¨t und nachdem man ein
Versta¨ndnis fu¨r die relevanten physikalischen Gro¨ßen wie den Versetzungsdichtetensor
bekommen hat, wird die T (3) Eichtheorie der Versetzungen fu¨r ein linear isotropes
elastisches Kontinuum behandelt. Man wa¨hlt dabei einen asymmetrischen Spannungs-
tensor als Verallgemeinerung des bis jetzt u¨blich verwendeten symmetrischen Cauchy-
schen Spannungstensors. Die Lagrangedichte setzt sich additiv aus zwei Bestandteilen
zusammen, jenen inkompatiblen elastischen Anteil und einen solchen, welcher den Ver-
setzungskern an sich beschreibt. Bei der Behandlung der Versetzungstheorie nach der
inkompatiblen Elastizita¨tstheorie taucht der Versetzungskernanteil nicht auf. Unter
Verwendung der gleichen mathematischen Methoden wie zuvor in dieser Arbeit kon-
struiert man die Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen. Man zeigt die Bedeutung der
Eichfeldtheorie zur Bestimmung regula¨rer Lo¨sungen im Gebiet um den Versetzungs-
kern fu¨r eine Schrauben und Stufenversetzung. Aufgrund der Zylindersymmetrie fu¨r das
anti-ebene Distorsionsproblem der Schraubenversetzung spielt nur eine innere La¨nge
eine Rolle. Im Gegensatz dazu, liefert die Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Span-
nungen zwei innere La¨ngen. Somit lassen sich die Momentenspannungen sowohl aus
reinen Torsionsexperimenten wie auch Biegeexperimenten berechnen. Schließlich be-




Conservation and balance laws are derived for generalized continuous media such as a
microstrech and micromorphic elastic solid. This is achieved by using Lie-group theory,
which provides us with all the continuous Lie-point symmetries leaving the appropriate
Lagrangians for the description of elastic materials with microstrucutre invariant. The
Noether Theorem works in field theory as a tool for obtaining conservation laws from
continuous symmetries. Conservation of linear and angular momentum arises respec-
tively from translation and rotation in space, whereas conservation of energy is caused
because of the translational symmetry in time. By passing from classical continuum
theory of elasticity to an elastic continuum containing a microstructure, scaling sym-
metry is broken. As a consequence the conversion of a conservation law into a balance
law is taking place. In exact the same manner conservation and balance laws for the
linear gradient elasticity are found, whose constitutive relation for the stress takes in
addition to the first also the second diplacement gradient into account.
After a brief introduction into incompatible elasticity and giving an insight into
physical quantities such as the dislocation density tensor, we present the T (3)-gauge
theory of dislocations in an isotropic elastic medium. Thereby an asymmetric stress
tensor is choosed as a generalisation of the until now always used symmetric Cauchy
stress tensor. The Lagrangian is composed of two parts, an incompatible elastic one
and a part responcible for the dislocation core, which is missing in classical incompati-
ble elasticity. Using the same techniques as we did for the other theories of generalized
elastic media, we construct conservation and balance laws. The value of the translatio-
nal gauge theory of dislocations for obtaining regular solutions for the distortion and
stress field around the core of a screw and edge dislocation is also shown. Due to the
cylindrical symmetry of the anti-plain strain problem for a screw dislocation only one
inner length comes into play. On the contrary, for the plain strain problem of an edge
dislocation gauge theory with asymmetric stress predicts for the first time two inner
lengths, being now able to describe couple stresses arising from pure torsion as well as
bending experiments of probes. Finally an insight into the dynamical equations of the
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Diese Arbeit entstand aus dem Bedu¨rfnis ein besseres Versta¨ndnis fu¨r die Eichfeld-
theorie der Versetzungen zu bekommen, sowie Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen
fu¨r die Elastizita¨tstheorie mit einer Mikrostruktur und die Gradientenelastizita¨t herzu-
leiten. Die Motivation fu¨r die Weiterentwicklung der Eichfeldtheorie entstand aus der
Notwendikeit heraus, noch offene Fragestellungen u¨ber die Konstitutivgleichungen und
die richtige Beziehung zwischen den Materialparametern befriedigend zu beantworten.
Die schon u¨ber fu¨nfundzwanzig Jahren zuru¨ckliegenden Arbeiten von Golebiewska-
Lasota [1] und Kadic´ und Edelen [2, 3] in diesem Gebiet boten die ersten Vorschla¨ge
fu¨r die Anwendung des Eichprinizips auf die Versetzungstheorie. Da sie aber was die
richtige Wahl der Konstitutivgleichungen angeht, unvollsta¨ndig blieben, eigneten sie
sich nicht fu¨r die physikalische Anwendungen und Lo¨sung konkreter Problemstellun-
gen. Versuche innerhalb der Eichfeldtheorie der Versetzungen Lo¨sungen fu¨r die kine-
matischen und dynamischen Zustandsgro¨ßen fu¨r eine Schauben und Stufenversetzung
anzugeben findet man in den Arbeiten von Edelen [4], Valsakumar und Sahoo [5], Ma-
lyshev [6], Sharma [7] und Lazar [8, 9, 10]. Letzterem gelang eine geeignetere Wahl
der Materialgleichung fu¨r den Hyperspannungstensor fu¨r ein homogenes und isotropes
elastisches Kontinuum. Fu¨r den Torsionstensor wurden aus seiner irreduziblen Zerle-
gung drei Materialparameter anstatt einem gewa¨hlt, wie dies immer fru¨her der Fall
gewesen ist. In dieser Arbeit fu¨hrt man einen weiteren Schritt um zu einer allgemeine-
ren Eichtheorie zu gelangen. Die Bedingung fu¨r die Symmetrie des Spannungstensors
entfa¨llt, d.h. es wird eine Eichfeldtheorie der Versetzungen mit asymmetrischen Span-
nungen pra¨sentiert. Man erhofft sich dadurch ein physikalisch realistisches Bild von
den sich um eine Versetzung aufbauenden Distorsions und Spannungszusta¨nden ge-
ben zu ko¨nnen. Gleichzeitig soll gezeigt werden, wie die gegenseitige Wechselwirkung
zwischen zwei einzelnen Versetzungen verla¨uft. Innerhalb der Eichfeldtheorie findet
man Lo¨sungen fu¨r das Problem der Kraftberechnung zwischen zwei Versetzungen bei
Valsakumar und Sahoo [11]. Eringen [12] gab eine Lo¨sung mit Hilfe der nichtlokalen
Elastizita¨t. Es wird gezeigt in welcher Art und Weise sich unser Ergebnis, was die Lage
und Ho¨he des Maximums dieser Kraft angeht, davon unterscheidet. Damit soll die Eich-
feldtheorie der Versetzungen eine abgeschlossene Fundamentaltheorie werden, welche
als Grundlage der mikroskopischen und auf sie beruhende makroskopischen Elastopla-
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stizita¨t dienen soll. Aus der hier dargestellten Form erha¨lt man wichtige innere La¨ngen
fu¨r Biege und Torsionsprobleme. Damit ließe sich mit dieser Theorie auch fu¨r die, in
den Experimenten beobachtbaren La¨ngeneffekte im Mikrometerbereich eine Erkla¨rung
finden.
Die vorhandenen Symmetrien in den Bewegungsgleichungen und der Lagrangedich-
te eines physikalischen Systems sind insofern wichtig, weil man durch ihre Kenntnis
Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen konstruieren kann. Aus diesem Grund kommt
der Anreiz, die in der klassischen Elastizita¨tstheorie schon bekannten Erhaltungssa¨tze
auch in anderen pha¨nomenologischen Kontinuumsmodellen wie das der mikromorphen
Elastizita¨t und Gradientenelastizita¨t zu finden. Die Bewegungsgleichungen leiten sich
wie im Fall der Navier-Gleichungen der klassischen Elastizita¨t aus der Stationarita¨t ei-
nes Wirkungsfunktionals ab. Die Variationssymmetrien dieser Funktionale fu¨hren auf
lokale Erhaltungsa¨tze. Aus einer Volumenintegration und mit Hilfe des Gaußschen
Integralsatzes erha¨lt man daraus globale Erhaltungsa¨tze fu¨r ein homogenes, isotro-
pes elastisches Medium. Fu¨r ein inhomogenes und anisotropes Material wird entspre-
chend die Translations und Rotationssymmetrie der Lagrangedichte gebrochen. Aus
den lokalen Erhaltungssa¨tzen werden Bilanzgleichungen. Die Oberfla¨chenintegrale u¨ber
den Energie-Impuls Tensor und Drehimpulstensor verschwinden nicht, sondern stellen
ein Maß fu¨r die Gro¨ße der Konfigurationskraft und des Konfigurationsmomentes dar.
Man bekommt fu¨r die mikromorphe Elastizita¨t und Gradientenelastizita¨t auf gleicher
Art und Weise Ausdru¨cke wie die in der klassischen Elastizita¨t bekannte Jk- und Lk-
Integrale. Mit dem ausgerechneten Jk-Integral kann die Konfigurationskraft an der Riß-
spitze eines solchen Materials als Erweiterung der von Rice [13] angegebenen Formel in
der klassischen Elastizita¨t angesehen werden. DasM-Integral ist ein Erhaltungsintegral
in der klassischen Elastizita¨t und dru¨ckt die Tatsache der Skalierungssymmetrie aus.
Dieses Kontinuum zeigt ein skalenunabha¨ngiges, selbsa¨hnliches Verhalten. Andererseits
wird diese integrale Erhaltungsgro¨ße sowohl in der mikromorphen Elastizita¨t als auch
in der Gradientenelastizita¨t gebrochen. Die Lo¨sungen der Euler-Lagrange Gln. ha¨ngen
von den charakteristischen inneren La¨ngen ab. Dieser Symmetriebruch offenbart sich
als Konfigurationsarbeit in der Elastizita¨t mit Mikrostruktur und in der Gradienten-
elastizita¨t.
Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Lie-Punkt-
Symmetrien der Euler-Lagrange Gln. sowie die Variationssymmetrien, Erhaltungssa¨tze
und Bilanzgleichungen in der klassischen kompatiblen Elastizita¨tstheorie, mikromor-
phen Elastizita¨t und Gradientenelastizita¨t. Im zweiten Teil wird die Kinematik der
inkompatiblen Elastizita¨t beschrieben und die fu¨r ein homogenes und isotropes Kon-
tinuum Eichfeldtheorie der Versetzungen mit asymmetrischen Spannungen vorgestellt.
Es werden Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen aus der Lagrangedichte hergeleitet
sowie die statischen Gleichungen fu¨r das Problem einer Schrauben und Sufenversetzung
im unendlich ausgedehnten, linear isotropen Kontinuum gelo¨st. Als Ausblick geben wir
die Gleichungen der dynamischen Eichfeldtheorie fu¨r das anti-ebene Problem einer
gleichma¨ßig bewegten Schraubenversetzung an.
Nach dieser Einleitung, dient das zweite Kapitel als Einfu¨hrung in die klassische
Elastizita¨tstheorie und den mathematischen Methoden aus der Gruppentheorie, die uns
3im Laufe der gesamten Arbeit begleiten werden. Es werden die von Sophus Lie (1842-
1899) [14]–[17] entdeckten gruppentheoretischen Methoden von Differentialgleichungen
benutzt. Dieser befaßte sich mit kontinuierlichen Transformationen von unabha¨ngigen
Variablen x und abha¨ngigen Variablen u, welche die Differentialgleichungen invariant
lassen. In den neuen gestrichelten Koordinaten x′ und u′ besitzen die Differentialglei-
chungen die gleiche Form wie in den alten Koordinaten x und u, d.h. diese Trans-
formation la¨ßt sie forminvariant. Diese Transformationen stellen kontinuierliche Sym-
metrien dar. Diese Symmetrien ha¨ngen von einer Anzahl reeller Parameter ǫ ab. Die
Lo¨sungsmannigfaltigkeit bleibt dabei unvera¨ndert, d.h. die Lo¨sungsschar wird in sich
abgebildet. Jede einzelne Lo¨sungskurve wird in eine andere Lo¨sungskurve so abgebildet,
daß das gesamte Bild der Lo¨sungsmannigfaltigkeit unvera¨ndert bleibt. Diese Tranfor-
mationen werden Lie-Punkt Symmetrien genannt. Sie erfu¨llen alle Axiome einer Grup-
pe. Fu¨r lange Zeit waren die von Sophus Lie entdeckten mathematischen Methoden
zur Lo¨sung von Differentialgleichungen in Vergessenheit geraten. Erst in den fu¨nfziger
Jahren erlebten sie eine Renaissance in der Schule von Novosibirsk durch Ovsyannikov
[18, 19]. Die gruppentheoretischen Methoden wurden zur Gewinnung von gruppenin-
varianten Lo¨sungen in der nichtlinearen Gasdynamik und Hydromechanik verwendet.
Bluman [20] konstruierte unter Benutzung der Lie-Gruppen Transformationen Lo¨sun-
gen fu¨r bestimmte Gleichungen aus der mathematischen Physik wie die Fokker-Planck
Gleichung und die nichtlineare Wa¨rmeleitungsgleichung. Spa¨ter versuchte Bluman und
seine Mitarbeiter Methoden zu entwickeln mit denen man Erhaltungssa¨tze fu¨r Differen-
tialgleichungen finden kann, die nicht aus einem Variationsprinzip stammen. Weitere
Referenzen findet man auch in den Bu¨chern [21, 22]. Ibragimov und Anderson [23, 24]
untersuchten Transformationen bei denen die unabha¨ngigen und abha¨ngigen Varia-
beln noch von ho¨heren Ableitungen dieser abha¨ngen durfen, sogennante Lie-Ba¨cklund
Gruppen. Anwendungen dieser Transformationen finden sich under anderem in den
Gleichungen der nichtlinearen Optik und in den dispersiven Flachwassergleichungen
[23, 24].
Emmy Noether [25] zeigte, wie sich aus kontinuierlichen Symmetrien fu¨r die Lagran-
gedichte eines Variationsproblems, sogennante Variationssymmetrien, Erhaltungssa¨tze
gewinnen lassen. Damit war auch ein großer Meilenstein fu¨r die theoretische Physik ge-
legt, da mit dem Noetherschen Theorem sich die Mo¨glichkeit ergab auf systematischen
Weg die Erhaltungssa¨tze fu¨r physikalische Theorien mit einer Lagrangedichte herzulei-
ten. Als erster nutzte Bessel-Hagen [26] das Noethersche Theorem, um Erhaltungsa¨tze
in der klassischen Elektrodynamik zu finden. Dabei erweiterte er das Konzept der Va-
riationssymmetrien, indem er eine Divergenzgro¨ße in den Erhaltungsstro¨men zuließ. Er
bezeichnete diese Symmetrien fu¨r die Lagrangedichte als Divergenzsymmetrien. Peter
Olver [27, 28] nutze entsprechend die Methode von Sophus Lie und das Noether Theo-
rem um alle Symmetrien der Navier-Gleichungen zu vervollsta¨ndigen und erga¨nzte alle
bis dahin von Gu¨nther [29], Knowles und Sternberg [30] bekannte Erhaltungssa¨tze in
der klassischen Elastostatik. Fu¨r die Elastodynamik wurden die Erhaltungssa¨tze von
Fletcher [31] hergeleitet. Wir werden durchgehend in dieser Arbeit fu¨r die Berech-
nung der Symmetrien die Methode von Peter Olver [32] benutzen. Daraus ko¨nnen auf
einem systematischen Weg ohne einen hohen Aufwand wichtige Erhaltungsa¨tze und Bi-
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lanzgleichungen fu¨r die mikromorphe Elastizita¨t und Gradientenelastizita¨t konstruiert
werden.
In diesem Sinne werden im dritten Kapitel Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichun-
gen fu¨r ein elastisches Kontinuum mit einer deformierbaren Mikrostruktur berechnet.
Dieses Medium stellt die Verallgemeinerung des von den Cosserat Bru¨dern [33] am
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entdeckten Kontinuums. In einem sogennanten
Cosserat-Kontinuum oder auch mikropolaren Kontinuum erha¨lt die Materie lokal in
jedem Punkt eine angeheftete starre und homogene Mikrostruktur. Diese kann un-
abha¨ngig vom Makrokontinuum in jedem materiellen Punkt frei drehen. Durch den
axialen Vektor dieser Mikrorotation erho¨ht sich die Anzahl der Freiheitsgrade eines
klassichen, elastischen Kontinuums um drei auf sechs. Der Gradient dieser neuen kine-
matischen, vektorwertigen Gro¨ße ist eine Tensorgro¨ße und ruft als Reaktionsgro¨ße so-
gennante Momentenspannungen (Kra¨ftepaar-Dipole) hervor. Die Lagrangedichte kann
zusa¨tzlich zum Verschiebungsfeld nach diesem unabha¨ngigen Drehfeld der Mikrostruk-
tur variiert werden. Als Ergebnis kommt zur u¨blichen Impulsbilanzgleichung die Dre-
himpulsbilanzgleichung hinzu, welche in der klassischen Elastizita¨t trivialerweise wegen
der vorausgesetzten Symmetrie des Spannungstensors erfu¨llt wird. Die Asymmetrie des
Spannungstensors in einem mikropolaren Medium dient als Quelle fu¨r die Momenten-
spannungen. Die fu¨r lange Zeit in Vergessenheit geratene Arbeit der Gebru¨der Cosserat
fand wieder eine Bedeutung und Weiterentwicklung durch die Arbeiten von Gu¨nther
[34] Scha¨fer [35], Mindlin [36] und Eringen [37]. Die letzten zwei genannten Autoren
verallgemeinerten das Cosserat-Modell und ließen aus einer starren eine deformierbare
Mikrostruktur werden. Aus dem polaren Vektor der Mikrodrehung entsteht der Tensor
der Mikrodeformation. Als kanonisch konjugierte Gro¨ße zum Mikrodeformationsgradi-
enten erscheint der Hyperspannungstensor als Tensor dritter Stufe. Fu¨r ein solches mi-
kromorphes Kontinuum untersucht man die Lie-Punkt-Symmetrien der Euler-Lagrange
Gln. und die Variations und Divergenzsymmetrien der Lagrangedichte. Wir geben die
fu¨r die mikromorphe Elastizita¨t verallgemeinerte lokale und integrale Erhaltungsgro¨ßen
und berechnen explizit die Jk-, Lk- und M-Integrale. Wir zeigen, wie sich die Erhal-
tungssa¨tze fu¨r die explizite Abha¨ngigkeit der Lagrangedichte von den Ortskoordinaten
und in Anwesenheit a¨ußerer konservativen Volumenkra¨fte und Momente zu Bilanzglei-
chungen vera¨ndern.
Das vierte Kapitel widmet sich der Gradientenelastizita¨t. Im Prinzip stellt sie auch
die naheliegenste Erweiterung der klassischen Elastizita¨t dar. Man la¨ßt einfach die La-
grangedichte von dem na¨chst ho¨heren Verschiebungsgradienten abha¨ngen, welcher die
zweite Ableitung fu¨r das Verschiebungsfeld beinhaltet. Dies kann fu¨r die zeitliche als
auch fu¨r die ra¨umliche Ableitung geschehen. Mindlin [36] untersuchte diese Art von
Kontinuum und stellte fu¨r kleine und große Wellenzahlen neue Dispersionsrelationen
auf. Dieses Modell gab auch die Inspiration zur Erschaffung neuer pha¨nomenologischen
Modellen fu¨r die Plastizita¨t die unter dem Namen Gradientenplastizita¨t [38, 39] be-
kannt wurden. Man wendet die gleichen mathematischen Methoden wie in den beiden
vorherigen Kapiteln zur Erzeugung von Erhaltungssa¨tzen und Bilanzgleichugen an.
Das Thema des fu¨nften Kapitels ist die inkompatible Elastizita¨t. Werden die Saint-
Venant Kompatibita¨sbedingungen verletzt, so erleidet das Verschiebungsfeld Spru¨nge
5und ist unstetig. Dies ist z.B. der Fall, wenn in einem Material Versetzungen existieren.
Davon gibt es zwei Sorten, die Schrauben und Stufenversetzungen, die ohne Zweifel als
die mikroskopische Ursache der plastischen Deformierbarkeit von Metallen gelten [40].
Am Anfang des vierten Kapitels erla¨utern wir kurz ihre Entstehung. In den fu¨nfzi-
ger Jahren stellten die Arbeiten von Kondo [41, 42] und unabha¨ngig davon von Bilby,
Bullough und Smith [43, 44] und Kro¨ner [45] eine Beziehung der nicht-Riemannschen
Geometrie zur Versetzungstheorie und zeigten, daß die differentialgeometrische Gro¨ße
des Torsionstensors von Elie Cartan [46] mit dem dreistufigen Versetzungsdichtetensor
identisch ist. Die Torsion ist als eine in zwei Indizes antisymmetrische affine Konnexion
definiert. Wegen dieser gefundenen Identita¨t ist der zweistufige Versetzungsdichteten-
sor, der zur Torsion, dualer Tensor. Wir fu¨hren die wichtige kinematische Gro¨ße des
Versetzungsdichtetensors als die Rotation der plastischen Distorsion ein [40]. Fu¨r ein
inkompatibles lineares elastisches Material zerlegt man die totale Distorsion in einem
elastischen und plastischen Anteil. Jeder dieser Anteile ist fu¨r sich inkompatibel, aber
die Gesamtsumme, also die totale Distorsion erfu¨llt die Kompatibilita¨tsbedingung. Die
Divergenz des Versetzungsdichtetensors ist Null. Damit sind die Versetzungslinien in
einem elastischen Kontinuum genau so wie die Wirbellinien in einem Fluid entwe-
der geschlossen, oder enden an einer freien Oberfla¨che. Wenn keine a¨ußere Volumen-
kra¨fte vorliegen, sind die Navier-Gleichungen der kompatiblen Elastizita¨t homogen. In
der inkompatiblen Elastizita¨t bekommt man aus der additiven Zerlegung des totalen
Verzerrungsgradienten in einem elastischen und plastischen Anteil eine inhomogene
Navier-Gleichung. Auf der rechten Seite erscheinen drei Terme mit plastischen Gro¨ßen.
Man kann das Verschiebungsfeld nur fu¨r ein vorgegebenes plastisches Verzerrungsfeld
bestimmen. Eine Evolutionsgleichung fu¨r das plastische Verzerrungsfeld muß noch po-
stuliert werden.
Das sechste Kapitel behandelt die Eichfeldtheorie der Translation fu¨r die Versetzun-
gen. In dieser Theorie gelingt es aus einer Variation der Lagrangedichte nach den zwei
Eichfelder (plastische Geschwindigkeit und plastische Distorsion), zur Impulsgleichung
zwei Bilanzgleichungen fu¨r die zum Versetzungsdichtetensor und Versetzungsstrom-
dichtetensor kanonisch konjugierte Gro¨ßen zu bekommen. Das resultierende Differen-
tialgleichungssystem ist geschlossen und beschreibt die Evolutionsdynamik der Verset-
zungen unter dem Einfluß der Spannung und des Impulses im elastischen Medium.
Ein solches Evolutionssystem wurde erstmalig von Kadic´ und Edelen [3] aufgestellt
und zeigt nach Konstruktion eine Analogie zu den inhomogenen Maxwell-Gleichungen
der klassischen Elektrodynamik. Seitdem gab es weitere Arbeiten in diesem Gebiet,
die an der mathematischen Struktur zwar formal richtig, aber fu¨r die Anwendung und
Lo¨sung konkreter Problemstellungen, wegen unvollsta¨ndiger und ungeigneter Wahl der
Materialparameter in den Konsitutivgleichungen, anfechtbar blieben. In der Arbeit
von Edelen [4] wird ein symmetrischer Spannungstensor und ein Materialparameter
fu¨r den Torsionstensor verwendet. Im Allgemeinen besitzt der Torsionstensor drei ir-
reduzible Anteile und damit auch drei Materialparameter. Fu¨r das ebene Problem der
Berechnung des Distorsionsfeldes um eine Schraubenversetzungslinie bekommt man ei-
ne Relation zwischen den Kopplungsparametern. Setzt man wie im Fall von Edelen
zwei von diesen gleich Null, so bekommt man eine verschwindende innere La¨nge und
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als Lo¨sung die klassische triviale Lo¨sung. Malyshev [6] benutzt die Einstein Wahl fu¨r
die drei Materialparameter des Torsionstensors. Er bekommt eine unphysikalische, os-
ziellierende von Bessel-Funktionen bestimmende Lo¨sung fu¨r das Spannungsfeld einer
Stufenversetzung. Der Ursprung dieser Widersru¨che liegt daran, daß die Einstein Wahl
die Bedingung fu¨r die positive Definitheit der Energie verletzt. Das U¨bernehmen der
Einstein-Wahl von der allgemeinen Relativita¨tstheorie ist fu¨r die Versetzungstheorie
ungeeignet. Wir stellen die statische Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Spannungen
vor. Es werden entsprechend das anti-ebene und ebene Problem fu¨r eine Schrauben
und Stufenversetzung gelo¨st. Es wird die Notwendikeit von asymmetrischen Spannun-
gen fu¨r den Versetzungskern und das langreichweitige Fernfeld gezeigt. Dazu formuliert
man ein Materialgesetz mit drei Materialparameter fu¨r die Kraftspannungen, sowie drei
weitere Materialparameter fu¨r die Hyperspannungen. Zu den Lame´schen Konstanten λ
und µ kommt als neuer Materialparameter im Vergleich zur symmetrischen Eichfeld-
theorie der Drehmodul γ hinzu. Die Bedeutung des Drehmoduls fu¨r das Spannungsfeld
einer Versetzung wurde schon fru¨her vom Kro¨ner [47] erkannt. In dieser Theorie entfal-
len die von Edelen [4] getroffene ad-hoc Annahmen. Ebenso wird die Irrelevanz der von
Malyshev [6] benutzte Einstein Wahl fu¨r die Kopplungskonstanten der Torsion gezeigt.
Am Ende dieses Kapitels gibt man einen Ausblick u¨ber die dynamische Eichfeldtheo-




2.1 Kinematik und Dynamik
In diesem Kapitel mo¨chten wir die kinematischen und dynamischen Gro¨ßen der Ela-
stizita¨tstheorie einfu¨hren, die fu¨r das Versta¨ndnis der weiteren Arbeit no¨tig sind. Man
wird die no¨tigen mathematischen Hilfsmittel zur Herleitung wichtiger Erhaltungssa¨tze
behandeln. In der Kontinuumsmechanik wird ein Festko¨rper als ein Kontinuum auf-
gefaßt, dessen geometrische Punkte mit dem Ort der materiellen Partikel indetifiziert
werden. Der Festko¨rper stellt somit ein mit materiellen Punkten stetig ausgefu¨lltes
Kontinuum. Unter einer physikalischen Wirkung vera¨ndert das Kontinuum seine Kon-
figuration. Bei einer elastischen Deformation eines Ko¨rpers unterscheidet man zwei
Konfigurationen. Der Zustand des Ko¨rpers vor der Deformation wird als Bezugskon-
figuration bezeichnet. Diesem entpricht nach Ablauf einer Deformation der Zustand
der momentanen Konfiguration. Jeder materielle Punkt der Bezugskonfiguration (Aus-
ganglage) im undeformierten Zustand wird durch den Ortsvektor Xi, i = 1 . . . 3 ge-
kennzeichnet. Die aktuelle Lage jedes materiellen Punktes nach der Deformation wird
durch die Raumkoordinaten xi, i = 1 . . . 3 beschrieben. Nach der Deformation nimmt
jeder materieller Punkt Xi eine andere ra¨umliche Lage xi ein. Wir wa¨hlen hier zur Be-
schreibung beider Konfigurationen ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem.
Man bezeichnet den Vektor, der den Ausgangsort mit dem Endort der Lage des mate-
riellen Punktes nach Ablauf der Deformation verbindet als Verschiebungsvektor. Er ist
durch
uk = xk −Xk, (2.1)
gegeben. Der materielle Punkt bewegt sich im Raum auf einer Bahn, derren Anfang
und Endpunkt der Verschiebungsvektor (2.1) verbindet. Bei einer stetigen Konfigu-
rationsa¨nderung, erfa¨hrt jeder Punkt des Kontinuums eine in der Zeit kontinuierliche
Bewegung. Dieser Bewegungsablauf ist eine Punkttransformation und wird durch die
stetig differenzierbare Funktion x = xˆ(X, t) beschrieben. Sie gibt immer den Ort x je-
des materiellen PunktesX zur Zeit t an, d.h. der materielle Punkt bewegt sich auf einer
Bahn gekennzeichnet durch die Funktion xˆ. Im allgemeinen ist diese Funktion invertier-
bar, so daß auch die Inverse X = Xˆ(x, t) der Bewegung angegeben werden kann. Sie
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beschreibt den Bezugszustand jedes materiellen Punktes als Funktion seiner momenta-
nen Lage zur Zeit t an. Wie la¨ßt sich die Deformation aus den Bewegungen xˆ ableiten?
Dazu betrachtet man zwei benachbarte, in infinitesimalem Abstand voneinander ge-
trennte materielle Punkte. Sie befinden sich entsprechend in den Bezugszusta¨nden X
und X + dX. Durch die einzelnen Bewegungen dieser beiden Punkte im Raum, wird
das verbindende Linienelement dX eine Translation, Rotation und La¨ngenvera¨nderung
erfahren. In der momentanen Konfiguration nehmen die beiden materiellen Punkte ent-









zusammen. Die kinematische Gro¨ße F heißt Deformationsgradient [48, 49]. Fu¨r den








Fu¨r eine Starrko¨rperbewegung gilt |dx| = |dX|, d.h. detF = 1. Dies ist der Fall
fu¨r eine reine Translation, eine reine Rotation oder eine Starrko¨rperbewegung. Wir
mo¨chten jetzt eine kinematische Gro¨ße einfu¨hren, die sich wa¨hrend einer Deformation
vera¨ndert. Dabei startet man mit den Abstandsquadraten
ds20 := dX
2 = Gij dXi dXj , ds
2 := dx2 = gij dxi dxj , (2.4)
der Linienelemente der Bezugskonfiguration und momentanen Konfiguration. Wir mo¨chten
fu¨r beide Konfigurationen das gleiche orthogonale kartesische Koordinatensystem be-
nutzen. Es gilt fu¨r die Metriktensoren Gij = gij = δij . Aus der Gl. (2.4) ergibt sich mit














Mit diesen erha¨lt man die folgenden Differenzen zwischen den Linienelementen in der
Bezugskonfiguration und momentanen Konfiguration


















ds2 − ds20 := 2Aijdxi dxj = 2EijdXi dXj . (2.7)
Die Tensoren A, E beschreiben jeweils ein Maß fu¨r die Verzerrung in der momenta-
nen Konfiguration und Bezugskonfiguration. Sie heißen entsprechend Almanischer und
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Sie beschreiben beide den gleichen physikalischen Inhalt, na¨mlich die Abstandsvera¨nde-
rung zwischen zwei infinitesimal benachbarten Punkten vor und nach der Deformation.
Aus obiger Definition sind die Symmetrien Aij = Aji und Eij = Eji ersichtlich. Fu¨r
eine Starrko¨rperbewegung zusammengesetzt aus einer globalen Translation und Rota-
tion gilt ds20 = ds
2, d.h. es ist Aij = Eij = 0. Aus den Funktionen xˆ und Xˆ und den













































Werden nur hinreichend kleine Deformationen betrachtet, dann ko¨nnen die Produkte






















Fu¨r kleine Deformationen kann obiges Produkt der Verschiebungsgradienten ebenfalls












(ui,j + uj,i), (2.14)
wobei , i die partielle Ableitung nach den Koordinaten xi beschreibt. Das Symbol ˆ
steht fu¨r eine Funktion da und wird ab jetzt weggelassen. Mit der Linearisierung (2.12)
ergibt sich der linearisierte Deformationsgradient
Fij = δij + ui,j = δij + βij, βij = ui,j. (2.15)
Der Tensor βij heißt Distorsionstensor oder auch linearisierter Verschiebungsgradient.
Er la¨ßt sich zerlegen in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil
βij = eij + ωij. (2.16)
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Der symmetrische Anteil eij = β(ij) ist der Cauchysche Verzerrungstensor (2.14). Der




(ui,j − uj,i), ωij = −ωji. (2.17)
Der Tensor ωij beschreibt eine lokale Starrko¨rperrotation eines infinitesimalen Volu-
menelements. Dabei bleiben die La¨ngen der Seiten des infinitesimalen Elements kon-





ǫkij ωij, ωij = ǫijk ωk. (2.18)
Kann man fu¨r gegebene beliebige Verzerrungen eij das Verschiebungsfeld ui ausrech-
nen? Man stellt sich dabei vor der Deformation ein geschlossenes Rechteck mit Seiten
infinitesimaler La¨nge vor. Wird jeder Punkt dieses Rechtecks eineindeutig von der Be-
zugskonfiguration in die momentane Konfiguration abgebildet, so wird er bei einer
kompatiblen Deformation am Ende des Deformationsprozesses als abgebildetes Recht-
eck wieder erscheinen. Anderfalls, d.h. wenn z.B. ein Eckpunkt des Rechtecks sich o¨ffnet
und das Verschiebungsfeld dort einen Sprung erleidet, oder aber wenn sich zwei Seiten
sich durchdringen sollten, dann liegt eine inkompatible Deformation vor. Damit also
die Gl. (2.14) nach dem Verschiebungsfeld integriert werden kann, mu¨ssen bestimmte
Integrabilita¨tsbedingungen, auch als Kompatibilita¨tsbedingungen bekannt, erfu¨llt sein.




(ui,jkl + uj,ikl). (2.19)












(ui,kjl + uk,ijl), (2.22)
Daraus sieht man sofort, daß folgende Beziehung fu¨r die Verzerrungen gelten muß
Riljk := eik,jl + ejl,ik − eij,kl − ekl,ij = 0. (2.23)
Der Tensor Riljk ist der linearisierte Riemann-Christoffelsche Kru¨mmungstensor. Er
ist ein Tensor vierter Stufe und besitzt die folgende Eigenschaften
Riljk = −Rlijk = −Rilkj = Rjkil. (2.24)
Er ist in den ersten zwei und letzten zwei Indizes R[il][jk] antisymmetrisch. Sein Ver-
schwinden ist die Bedingung (2.23) dafu¨r, daß ein Kontinuum, welches einen dreidi-
mensionalen Euklidischen Raum vor der Deformation darstellt, einen solchen auch nach
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der Deformation einnimmt. Da der Riemann-Christoffelsche Kru¨mmungstensor (2.23)
nur sechs unabha¨ngige Komponenten besitzt, kann man ihn aus einem symmetrischen
Tensor zweiter Stufe gewinnen
Riljk = ǫilmǫjkn ηmn, ηmn := ǫmpqǫnrs eqr,ps. (2.25)
Der Tensor ηmn ist der linearisierte Einstein-Tensor und stellt den Inkompatibilita¨tsten-
sor dar. Seine Definition (2.25) ist mit der linkseitigen und rechtsseitigen Anwen-
dung des rot-Operators auf den Verzerrungstensor eij gegeben. Das Verschwinden von
ηmn = 0 liefert die Kompatibilita¨tsbedingungen
ǫmpqǫnrs eqr,ps = 0, (2.26)
welche zum ersten Mal von St. Venant [51] angegeben wurden. Die Bedingung (2.26)




du = 0, (2.27)
kennzeichnet das Verschiebungsfeld als eine Zustandsgro¨ße. Mit den eingefu¨hrten kine-
matischen Gro¨ßen mo¨chten wir die Konstitutivgleichungen fu¨r ein lineares, elastisches
Kontinuum herleiten. Fu¨r die elastisch gespeicherte Energie in der Na¨he des Bezugs-
zustandes gilt die Taylor-Reihen Entwicklung












+ · · · . (2.28)
Der Index 0 kennzeichnet den Referenzzustand. Ohne Verlust der Allgemeinheit setzen
wir W0 = 0. Ein verzerrungsfreier Referenzzustand mit eij = 0 ist auch spannungsfrei









, τij = Cijkl ekl. (2.30)
Der Elastizita¨tstensor Cijkl charakterisiert die elastischen Eigenschaften des Materials
und besitzt die Symmetrien Cijkl = Cklij = Cijlk = Cjikl. Ein isotroper Tensor vierter
Stufe mit den erwa¨hnten Symmetrien besitzt die Form
Cijkl = µ(δikδjl + δilδjk) + λ δijδkl. (2.31)
12 KAPITEL 2. ELASTIZITA¨TSTHEORIE





λ ekkell + µ eijeij , (2.32)
τij = λ δijekk + 2µ eij, (2.33)
eines isotropen Kontinuums. Die Materialkonstanten µ und λ heißen Lame´sche Kon-
stanten. Der symmetrische Spannungstensor τij heißt Cauchyscher Spannungstensor.













zerlegt werden. Er ist mit den zwei unabha¨ngigen Verzerrungsanteilen
e1ij = eij −
1
3




δij ekk Dilatation, (2.36)
gegeben. Die Verzerrungstensoren e1ij und e
2
ij heißen entsprechend auch Verzerrungsde-
viator und Kompressor. Der Deviator beschreibt eine Gestalta¨nderung bei gleichblei-
bendem Volumen. Entsprechend wird durch den Kompressor eine reine Dilatation ohne
Gestalta¨nderung beschrieben. Der erste Term τ 1ij ist der deviatorische Anteil. Er ist
symmetrisch, spurlos und beschreibt die Spannungen aufgrund einer reinen Deforma-
tion ohne Volumena¨nderung. Der zweite Term τ 2ij in der irreduziblen Zerlegung (2.34)
ist der hydrostatische Spannungsanteil und gibt die Reaktion des Kontinuums auf ei-
ne Volumendilatation oder Kompression an. Er verschwindet fu¨r ein inkompressibles

















der elastischen Verzerrungsenergie [52]:
3λ+ 2µ ≥ 0, µ ≥ 0. (2.38)
Die erste Ungleichung von (2.38) kann auch mit Hilfe der Poissonschen Querkontrak-
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Um die Spur des Spannungstensors zu bekommen, verju¨ngt man das Materialgesetz
zwischen Spannungen und Distorsionen mit dem Kronecker Symbol δij. Dies liefert
eine Beziehung fu¨r die Spur τkk des Spannungstensors
τkk = (3λ+ 2µ) ekk. (2.40)
Um die Bewegungsgleichungen der Elastodynamik zu erhalten, muß die potentielle




ρ u˙i u˙i, (2.41)
der kinetischen Energie erga¨nzt werden. Die Dichte des elastischen Materials wird mit
ρ bezeichnet. Somit kann auch die kanonisch konjugierte Gro¨ße zur Geschwindigkeit




, pi = ρu˙i, (2.42)
erhalten werden. Man kann jetzt die Lagrangedichte eines isotropen elastischen Medi-
ums angeben
L = T −W, (2.43)
mit T und W aus den Gln. (2.41) und (2.32). Fu¨r die klassische Elastodynamik be-




L(u˙i, ui,j) dV (2.44)
mit der Lagrangedichte (2.43) nach dem Verschiebungsvektor ui und anschließende
Minimierung des Funktionals δS = 0 die Euler-Lagrange Gln. der Elastodynamik
p˙α − ταj,j = 0, ρ u¨α − µ∆uα − (λ+ µ) uj,jα = 0. (2.45)
Diese werden als dynamische Navier Gln. bezeichnet. Sie sind ein homogenes linea-
res Gleichungssystem von drei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung △≡ (△1, . . . ,△3) = 0. Wenn auf das elastische Medium a¨ußere konservati-
ve Kra¨fte wirken, dann ko¨nnen diese aus einem Potential V abgeleitet werden. Die
Lagrangedichte lautet in diesem Fall
L = T −W − V, (2.46)
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Die Lagrangedichte L(ui, u˙i, ui,j) ha¨ngt jetzt explizit vom Verschiebungsfeld ui ab. Da-
mit erha¨lt man aus Variation nach dem Verschiebungsfeld ui die Bewegungsgleichungen
p˙α − ταj,j + Fα = 0, ρ u¨α − µ∆uα − (λ+ µ) uj,jα + Fα = 0, (2.48)
der Elastodynamik mit eingreifenden a¨ußeren Kra¨ften. Die statischen Navier Gln. der
Elastostatik ergeben sich aus den Gln. (2.45) und (2.48) fu¨r verschwindende Beschleu-
nigung p˙i = ρu¨ = 0. Man betrachtet die Gleichgewichtsbilanz ohne den Einfluß a¨ußerer
Kra¨fte, d.h. die Divergenz des Spannungstensors τij,j = 0 muß in jedem Punkt des
Kontinuums Null sein. Fu¨r diese Gleichung gibt es den folgenden Lo¨sungsansatz
τij = ǫikmǫjln χmn,kl, (2.49)
welcher zum ersten Mal im Jahr 1892 von Beltrami [53] angegeben wurde. Der Tensor
χij wird Tensor der Spannungsfunktionen 2. Ordnung gennant. Seine Komponenten
sind die Maxwellschen und Moreraschen Spannungsfunktionen. Wenn die Komponen-
ten χxx = χyy = χzz = 0 gleich Null gewa¨hlt werden, so ergibt sich der Ansatz von
Morera [54]. Fu¨r die Wahl χij = 0 fu¨r i 6= j bekommt man den Maxwellschen Ansatz
[55]. Fu¨r ebene Spannungsprobleme wenn alle Komponenten von χij außer χzz = f
verschwinden, erha¨lt man den Ansatz von Airy [56].
Ein ebenes Spannungsproblem liegt dann vor, wenn die Komponenten des Span-
nungstensors τzx = τzy = τzz = 0 verschwinden. Fu¨r ein ebenes Verzerrungsproblem
existiert keine Verschiebung uz = 0 in z-Richtung, wa¨hrend die x und y-Verschiebungen
ux(x, y) und uy(x, y) eine Unabha¨ngigkeit von der z-Koordinate aufweisen. Fu¨r die Nor-
malspannung τzz in z-Richtung gilt
τzz = ν (τxx + τyy). (2.50)
Fu¨r ein zweidimensionales Problem der Elastostatik in der xy-Ebene [50] bekommt
man die Gleichgewichtsbilanzgleichungen
τxx,x + τxy,y + Fx = 0, τxy,x + τyy,y + Fy = 0, (2.51)
mit den Randbedingungen
τxxnx + τxyny = Kx, τxynx + τyyny = Ky, (2.52)
wobei n = (nx, ny) die Einheitsnormale auf dem Rand und K = (Kx, Ky) die entlang
des Randes wirkende Spannungsvektoren darstellen. Die a¨ußeren Kra¨fte lassen sich aus
einem Potential V nach Gl. (2.47) ableiten. Wir skizieren kurz einen Lo¨sungsvorgang






2µ (1 + ν)
δij τkk, (2.53)
mit dessen Hilfe die Kompatibilita¨tsbedingungen (2.23) in den Spannungen ausgedru¨ckt
werden. Fu¨r das ebene Verzerrungsproblem werden fu¨nf von den sechs Kompatibilita¨ts-
bedingungen wegen uz = 0 identisch erfu¨llt. Die einzige Kompatibilita¨tsbedingung, die
noch u¨brig bleibt lautet
exx,yy + eyy,xx = 2 exy,xy, (2.54)
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schreiben la¨ßt. Differenziert man entsprechend nach x die erste und nach y die zwei-
te Gleichung von (2.51) und addiert sie anschließend zusammen, so erha¨lt man die
Beziehung
τxx,xx + τyy,yy − Fx,x − Fy,y = −2 τxy,xy. (2.56)
Eliminiert man aus den Gln. (2.55) und (2.56) die Variable τxy, dann erha¨lt man
∆(τxx + τyy) = −
1
1− ν
(Fx,x + Fy,y). (2.57)
Sind die Vektorkomponenten Kx und Ky als Randbedingungen auf dem ganzen Rand
bekannt, dann lassen sich aus den Gln. (2.51), (2.52) und (2.56) die Spannungen τxx,
τyy und τxy und somit auch aus Gl. (2.50) τzz bestimmen. Damit ist es mo¨glich die
Spannungen zu bestimmen, ohne etwas u¨ber das Verschiebungsfeld ui zu wissen. Die
linke Seite der Gln. (2.51) erscheint als Divergenz eines Vektors. Man fu¨hrt die zwei
Stromfunktionen h und χ mit
τxx − V =
∂h
∂y
, τxy = −
∂h
∂x
, τxy = −
∂χ
∂y




ein. Man kann die beiden Stromfunktionen h und χ durch folgendes Einsetzen
τxx − V =
∂2f
∂y2
, τxy = −
∂2f
∂x∂y




auf die Airysche-Spannungsfunktion f(x, y) reduzieren. Durch eine beliebige Funk-
tion f(x, y) werden nach Gl. (2.59) Spannungen eingefu¨hrt, die das Kra¨ftegleichge-
wicht (2.51) erfu¨llen. Diese Funktion darf in Wirklichkeit aber nicht beliebig sein, da
sie noch die Kompatibilita¨tsbedingung (2.56) erfu¨llen muß. Fu¨r verschwindende Volu-
menkra¨fte lautet diese
∆∆f = 0, (2.60)











Die Gl. (2.60) stellt eine biharmonische Gleichung fu¨r f dar. Eine regula¨re Lo¨sung von
dieser Gleichung heißt biharmonische Funktion.
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2.2 Statische Bilanzgleichungen und Erhaltungsin-
tegrale
Wie lassen sich Erhaltungssa¨tze fu¨r die Elastizita¨t gewinnen? Dazu betrachtet man
zuerst die Elastostatik. Die Euler-Lagrange Gln. schreiben sich mit Hilfe der Lagran-
gedichte L = −W − V









dabei ha¨ngt L außer der Ableitung ui,j noch explizit vom Verschiebungsfeld ui und den
Ortskoordinaten xi ab.
2.2.1 Das Jk-Integral












∣∣∣ui = ui,j = xm = const., m 6= k.
(2.63)
Bei der ersten Ableitung nach den Ortskoordinaten xk handelt es sich um den Gradien-
ten, der nach der Kettenregel anzuwenden sei, d.h. es wird erst nach den Feldvariablen
ui und ui,j und anschließend nach der Koordinate xk differenziert. Bei der expliziten
















zusammen. Die Ableitung auf der linken Seite werden wir als totale Ableitung bezeich-













Man eliminiert in Gl. (2.64) den Term ∂L
∂ui
aus der Euler-Lagrange-Gl. (2.62) und faßt
ihn mit dem zweiten Term in Gl. (2.64) zusammen. Auf der linken Seite schreibt man
die Ableitung als
DkL = Dj(Lδkj) (2.66)
um. Die explizite Abha¨ngigkeit der Forma¨nderungsenergie von der Lagekoordinate xk
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der Materialkraft (Inhomogenita¨tskraft). Damit ergibt sich die folgende Beziehung
DjPkj = −f
inh
k , Pkj = Lδkj −
∂W
∂ui,j
ui,k = Lδkj − τij ui,k. (2.68)
Im Falle, daß es keine a¨ußeren Kra¨fte V = 0 gibt, erha¨lt man aus der Gl. (2.68) den
Tensor
Pkj = Wδkj −
∂W
∂ui,j
ui,k = Wδkj − τij ui,k. (2.69)
Der Tensor Pkj ist der kanonische elastische statische Energie-Impulstensor, abgeleitet
von der elastischen Forma¨nderungsenergie W . In dieser Form (2.69) ist er auch als ela-
stischer Eshelbyscher Spannungstensor [57, 58, 59] bekannt. Nach Gl. (2.68) verschwin-
det die Divergenz von Pkj nur wenn keine ra¨umliche Inhomogenita¨t im elastischen Feld
vorliegt, also wenn keine explizite Abha¨ngigkeit der elastischen Forma¨nderungsenergie
von den Ortskoordinaten xk vorliegt. Ist diese Inhomogenita¨t vorhanden, dann ver-
schwindet die Divergenz des Eshelbyschen Spannungstensors nicht. In der Arbeit [57]
wird die Kraft auf eine elastische Inhomogenita¨t in einem Kontinuum mit Hilfe der
klassischen Elastizita¨tstheorie bestimmt. Diese Kraft la¨ßt sich durch Raumintegration








angeben. Bei der obigen Integration wurde mit Hilfe des Gaußschen Satzes das Vo-
lumenintegral in ein Oberfla¨chenintegral umgewandelt. Wa¨hlt man eine geschlossene
Oberfla¨che im 3-dimensionalen Raum, welche die Inhomogenita¨t umschließt, so la¨ßt
sich durch Integration des Eshelbyschen-Spannungstensors u¨ber diese Oberfla¨che die
eingreifende Kraft Fk bestimmen. nj beschreibt dabei die Einheitsnormale auf der
Oberfla¨che. Die Wahl der Oberfla¨che ist dabei beliebig, Hauptsache sie umschließt die
Inhomogenita¨t. Das Integral (2.70) ist wegunabha¨ngig (“path independent”). In den
sechziger Jahren haben Sanders [60], Cherepanov [61] und Rice [62, 13] die Bedeutung
von (2.70) fu¨r die Energiefreisetzungsrate von Rissen erkannt. Angewandt auf das ebe-
ne Problem eines Risses, ist fu¨r das Integral (2.70) eine geschlossene zweidimensionale
Kontur zu wa¨hlen, welche die Rißspitze umla¨uft. Fu¨r das wegunabha¨ngige Oberfla¨chen-
integral und Randintegral (2.70) wird seit Rice der Begriff Jk-Integral verwendet. Somit







(Wnk − τijnj ui,k) dS (2.71)
zu setzen. Erste Anwendungen des zweidimensionalen wegunabha¨ngigen Jk-Integrals
auf die Spitze von Rissen findet man in den Arbeiten von Rice und Hutchinson [13,
63, 64]. Sind keine Quellen von inneren Spannung vorhanden, dann gilt der lokale
Erhaltungssatz
DjPkj = 0. (2.72)
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Umschließt die Oberfla¨che S ein homogenes, defektfreies Material, dann verschwindet
das Oberfla¨chenintegral (2.71)
Jk = 0. (2.73)
Die Gl. (2.73) ist eine integrale Erhaltugsgro¨ße. Aus der Gl. (2.68) bedeutet die lokale
Bilanzgl. (2.72) auch





= 0 ⇒ W (ui, ui,j), (2.74)
d.h. die explizite Unabha¨ngigkeit der elastischen Forma¨nderungsenergie von der Orts-
koordinate.
2.2.2 Das Lk-Integral
Man betrachtet jetzt als Ausgangsgro¨ße das ”Moment” der Lagrange-Dichte L = −W−
V und bildet davon die Rotation
















Unter Benutzung der Euler-Lagrange Gl. (2.62) eliminiert man die Ableitung nach
der Feldvariable um und faßt die ersten zweite Terme auf der rechten Seite zusammen.
Anschließend bringt man das Resultat auf die linke Seite, so daß nur noch die explizite











xj = ǫijk (−xj f
inh
k ). (2.76)
Der letzte Term auf der linken Seite ergibt durch die partielle Integration. Bringt man








k − uj Fk − (τmjum,k − τmkuj,m)].
(2.77)
Man erkennt in den ersten zwei Termen auf der linken Seite obiger Gl. den Eshelbyschen
Spannungstensor (2.68). Man fu¨hrt den folgenden Tensor
Mik := ǫijm(xjPmk + ujτmk), (2.78)








ik = ǫijm xjPmk, M
(i)
ik = ǫijm uj τmk, (2.79)
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gegeben. Den ersten Term auf der rechten Seite der Gl. (2.78) bezeichnet man als
a¨ußeren, orbitalen Drehimpulstensor. Der zweite Term stellt den inneren Drehimpul-
stensor dar. Mit dem Drehimpulstensor (2.78) schreibt sich die Bilanzgleichung (2.77)
folgendermaßen
DkMik = ǫijk(−xj f
inh
k − uj Fk + τmkuj,m − τmjum,k). (2.80)
Im Fall eines homogenen Materials ist wie erwa¨hnt die explizite Abha¨ngigkeit der Ver-
zerrungsenergie nach der Lagekoordinate gleich Null und somit auch die Materialkraft.
Wirken keine a¨ußere Volumenkra¨fte so entfa¨llt auch der zweite Term in der Gl. (2.80).
Aus dem isotropen Konstitutivgesetz (2.34) fu¨r den Causchyschen Spannungstensor τij
erha¨lt man fu¨r die rechte Seite der Gl. (2.80) die sogennante Isotropiebedingung
ǫijk(τmkuj,m − τmjum,k) = 0. (2.81)
Somit ergibt sich aus der Bilanzgleichung (2.80) der lokale Erhaltungssatz des Drehim-
pulses
DkMik = 0. (2.82)
Aus der Divergenz des Drehimpulstensors (2.80) ergibt sich durch Volumenintegration







ǫijm(xjPmk + ujτmk)nk dS. (2.83)
Fu¨r ein isotropes Material verschwindet das Drehmoment und man erha¨lt den globalen
Erhaltungssatz des Drehimpulses
Li = 0. (2.84)
2.2.3 Das M-Integral

















in Betracht gezogen wird. Die Rechnung verla¨uft analog zu den oben behandelten zwei















Man fu¨hrt den Vorfaktor du := −
n−2
2
ein und definiert den Skalierungsstrom
Yi := xkPki + du uk τki. (2.87)
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Damit la¨ßt sich die Bilanzgleichung (2.86) in die Form
DiYi = −xk f
inh
k − du xk Fk, (2.88)
bringen. Sollte die Arbeit der Materialkraft und der a¨ußeren Volumenkraft auf der rech-
ten Seite der Bilanzgl. (2.88) verschwinden, so erha¨lt man den lokalen Erhaltungssatz
des Skalierungsstromes
DiYi = 0. (2.89)
Aus einer Volumenintegration und unter Benutzung des Gaußschen Satzes la¨ßt sich







(xkPki + du τmi um)ni dS, (2.90)
als neue globale Gro¨ße gewinnen. Der integrale Erhaltungssatz lautet in diesem Fall
M = 0. (2.91)
Diese drei hergeleitete Ergebnisse ko¨nnen auch als kontinuierliche Symmetrien ver-
standen werden. Betrachtet man z.B. den einfachsten Fall der Translation gegeben
durch die infinitesimale Transformation




k) = ui(xk), (2.92)
so sagt Gl. (2.74) nichts weniger aus, als daß obige Transformation das ’Objekt’ der
Lagrangedichte








invariant la¨ßt. Die Transformation (2.92) beschreibt eine Translation der Ortskoordi-
naten xk und die Invarianz (2.93) der Lagrangedichte bezu¨glich der Translation (2.92)
dru¨ckt die Homogenita¨t des elastischen Materials aus. Man sieht hier, daß die gewa¨hlte
Form der Lagrangedichte L fu¨r den gefundenen lokalen (2.72) und globalen Erhaltungs-
satz (2.73) verantwortlich ist. Die bekannte Transformation (2.92) la¨ßt die Lagrange-











L(ui, ui,j) dV (2.94)
unvera¨ndert. Die Transformation (2.92) la¨ßt das Wirkungsfunktional (2.94) invariant
und ist somit eine Variationssymmetrie. Diese Symmetrie ist also der Grund fu¨r den
lokalen und somit auch den globalen Erhaltungssatz. Dieses Prinzip la¨ßt sich verallge-
meinern. Man mo¨chte dazu alle Transformationen der Art
x′k = x
′




i(xl, ul, εl), (2.95)
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wissen, welche das Wirkungsfunktional (2.94) invariant lassen. Aus jeder einzelnen Va-
riationssymmetrie kann dann ein lokaler Erhaltungssatz und somit auch durch Integra-
tion ein integraler Erhaltungssatz gewonnen werden. Diese Korrespodenz zwischen Va-
riationssymmetrien und Erhaltungssa¨tzen wurde in der Dissertationsschrift von Emmy
Noether [25] in ihrem bekannten Noetherschen Theorem bewiesen. In der theoretischen
Physik wurden als erstes mit Hilfe des Noetherschen Theorems die Erhaltungssa¨tze
der Elektrodynamik von E. Bessel-Hagen [26] hergeleitet. Ist das ’Objekt’, welches die
Transformationen (2.95) invariant lassen, nicht das Wirkungsfunktional (2.94), son-
dern die Euler-Lagrange Gln. (2.45) mit u˙i = 0 fu¨r die statischen Navier Gln., dann
spricht man von den kontinuierlichen Symmetrien dieser Gleichungen. Im allgemeinen
unterscheidet sich die Anzahl der Variationssymmetrien und der Euler-Lagrange Sym-
metrien. Sie ist nicht gleich. Es gilt aber immer daß jede Variationssymmetrie auch eine
Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. darstellt. Andererseits braucht nicht jede Euler-
Lagrange Symmetrie eine Variationsymmetrie zu sein [32].
Im Fall der Elastostatik wurden zum ersten Mal alle Transformationen (2.95), Va-
riationssymmetrien (2.94) und entsprechende Erhaltungssa¨tze von Gu¨nther [29] ange-
geben. Die hergeleitete Erhaltungsgro¨ßen wurden von ihm fu¨r Biege und Torsionspro-
bleme von Balken und Platten angewandt. Einen mathematisch strengeren Zugang zu
den Erhaltungssa¨tzen der linearen und endlichen Elastostatik beschafften sich Knowles
und Sternberg [30]. Die Erhaltungsa¨tze der linearen Elastodynamik wurden zum ersten
Mal von Morse und Feschbach [65] und Fletcher [31] angegeben.
2.3 Lie-Punkt Symmetrien
Wir starten wieder dort, wo wir im letzten Abschnitt aufgeho¨rt haben. Wir suchen
also allgemeine Transformationen fu¨r die unabha¨ngigen x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n und
abha¨ngigen u = (u1, . . . , up) ∈ R
p Variablen von der Form
x′k = x
′




i(xl, ul, εl), (2.96)
die ein System von partiellen Differentialgleichungen forminvariant lassen. Die Trans-
formationen (2.96) heißen auch Punkttransformationen, weil durch sie im Raum der






realisiert wird. Ha¨ngen (x′k, u
′
k) noch von den ersten Ableitungen
x′k = x
′




i(xl, ul, xl,m, ul,m, εl), (2.98)
ab, dann spricht man von einer Kontakttranformation. Werden in der Kontakttrans-
formation Ableitungen von immer ho¨herer Ordnung zugelassen
x′k = x
′




i(xl, ul, xl,m, ul,m, · · · , εl), (2.99)
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dann werden verallgemeinerte Transformationen untersucht. Man nennt sie auch Lie-
Ba¨cklund Transformationen. Die Punkttransformation (2.96) bildet eine Gruppe. Der
Parameter εl ∈ R ist kontinuierlich und wird als Gruppenparameter bezeichnet. Somit
stellt (2.92) fu¨r jede Translationsrichtung eine einparametrige kontinuierliche Transfor-
mationsgruppe. Man mo¨chte die ’Objekte’ wissen, die unter der Transformationsgrup-
pe (2.96) forminvarinat bleiben. Im letzten Abschnitt haben wir uns als einfachstes





′(xk + εlδlk, uk) = L(xk, uk), (2.100)
unter der Translationsgruppe forminvariant L′ = L bleibt, dann wird die Translations-
gruppe fu¨r L zu einer Symmetriegruppe. Man sagt auch, daß L unter der Gruppen-
transformation (2.92) global invariant ist, wenn fu¨r alle Werte des Gruppenparameters
εl die Symmetrie (2.100) gilt. Da diese Symmetrie aus einer Punkttransformation mit
einem kontinuierlichen Gruppenparameter hervorgegangen ist und Sophus Lie sich als
erster damit befasste, heißt sie auch Lie-Punkt Symmetriegruppe. Ab jetzt wird ihr das
Symbol G zugeordnet.
Fu¨r die statischen Navier Gln. gilt n = p = 3. Wir mo¨chten dieses System aus drei
linearen partiellen Differentialgleichungen mit
∆(xi, ui, ui,j, ui,jk) = 0, (2.101)
bezeichnen. Wir vernachla¨ssigen die a¨ußeren Volumenkra¨fte und wa¨hlen ein unendlich
großes elastisches Kontinuum. Wir suchen nach der Lie-Punkt Symmetriegruppe G
im Raum R3 × R3. Diese besteht aus der Punkttransformation (2.96), die das Glei-
chungssystem (2.101) forminvariant la¨ßt. Es gilt ∆ = ∆′ = 0, d.h. das forminvariante
’Objekt’ ist jetzt das Differentialgleichungssystem ∆. Die Lie-Gruppe G ist nur dann
eine Lie-Punkt Symmetrie, wenn sie jede Lo¨sungskurve u = f(x) von (2.101) in eine an-
dere Lo¨sungskurve u′ = f ′(x′) abbildet, so daß die gesamte Lo¨sungsschar unvera¨ndert
bleibt, d.h. das Lo¨sungsschar-Bild bleibt dabei erhalten. Wir wa¨hlen jetzt nur eine
unabha¨ngige und abha¨ngige Variable also das zweidimensionale Tupel (x, u) um die
weitere mathematische Methoden einfachheitshalber anschaulich zu machen. Wir wer-
den spa¨ter nochmal die dreidimensionale Situation schildern. Aus (2.96) bekommt man
die zweidimensionale Punkttransformation
x′ = x′(x, u, ε), u′ = u′(x, u, ε). (2.102)
Man kann die Punkttransformation (2.102) in der xu–Ebene in einer Taylorreihe in
Abha¨ngigkeit vom Gruppenparameter ε um die Stelle ε = 0 darstellen













+ · · · = x+ εX(x, u) +O(ε2), (2.103)













+ · · · = u+ ε U(x, u) +O(ε2). (2.104)
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Wenn man alle Glieder ab zweiter Ordnung O(ǫ2) in ε in den beiden Tayloreihenent-
wicklungen (2.103) und (2.104) vernachla¨ssigt, so bekommt man aus der Gruppentrans-
formation (2.96) die obige infinitesimale Transformation. Die Komponenten X und U












Wa¨hrend der Gruppenparameter ε vom Wert ε = 0 im Punkt (x, u) kontinuierlich an-
steigt, beschreibt die Punkttransformation (2.102) eine Kurve im Raum (x, u) ǫR2. Der
Vektor (X,U) ist der Tangentenvektor an dieser Kurve an der Stelle (x, u) fu¨r ε = 0.
Deswegen heißt (X,U) auch das Tangentialvektorfeld der Gruppe G. Aus der infini-
tesimalen Transformation (2.103) und (2.104) ergibt sich die einparametrige globale
Transformation (2.102) durch das Lo¨sen des Anfangswertproblems
dx′
dε
= X(x′, u′), x′|ε=0 = x, (2.106)
du′
dε
= U(x′, u′), u′|ε=0 = u. (2.107)
Das Tangentialvektorfeld (X,U) la¨ßt sich als Differentialoperator erster Ordnung







schreiben. Man bezeichnet ihn als infinitesimalen Erzeuger der Gruppe G. Wendet
man den infinitesimalen Erzeuger auf die Funktion f(x, u) fu¨r den einfachsten Fall der
eindimensionalen Translationgruppe x′ = x + ε, u′ = u an, so ergibt sich aus den




= 0, mit X(x, u) = 1, U(x, u) = 0, (2.109)
der Funktion f(x, u) = h(u) von der Koordinate x. Fu¨r eine Translationssymmetrie
muß also f ′(x′, u′) = f(x, u) = h(u) gelten. Eine andere gela¨ufige Transformation ist







= 0, mit X(x, u) = x, U(x, u) = u. (2.110)
Die partielle Differentialgleichung (2.110) kann mit Hilfe der Charakteristiken gelo¨st
werden. Die Lo¨sung lautet f ′(x′, u′) = f(x, u) = h(u/x). Wie man leicht sieht, wurden
in den beiden Fa¨llen der Translationssymmetrie und Skalierungssymmetrie die explizite
Abha¨ngigkeit der Funktion f von den Argumenten um eins reduziert. Diese Tatsache
gilt fu¨r alle Symmetriegruppen von f . Wie lassen sich die Symmetriegruppen auf Funk-
tionen f(x, u, du/dx) anwenden? Ha¨ngt die Funktion f noch zusa¨tzlich von der ersten
Ableitung ab, dann wird nach einem erweiterten Vektorfeld von (2.108) in der Form
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gesucht. Fu¨r die erste Ableitung wurde du/dx = u,x gesetzt. Dieser in dem dreidimen-
sionalen Raum (x, u, u,x) ∈ R
3 wirkende Operator heißt die erste Prolongation des
infinitesimalen Erzeugers (2.108). Wie kann man die Komponente U¯(x, u, u,x) bestim-
men? Unter der Transformation (2.102) soll die Kontaktbedingung
du = u,x dx, du
′ = u′,x′ dx
′, (2.112)
weiterhin gelten, d.h. sie soll in den gestrichelten Koordinaten ihre Form behalten. Fu¨r
die Differentiale gilt mit der Transformation (2.102)














Setzt man die Differentiale (2.113) und (2.114) in die zweite Gl. von (2.112) ein und
















Fu¨r den Quotienten (2.115) gilt Dxu
′ fu¨r den Za¨hler und Dxx
′ fu¨r den Nenner. Sie sind
entsprechend die totalen Ableitungen der Funktionen u′(x, u, ε) und x′(x, u, ε). Ent-
wickelt man die linke Seite der Gl. (2.115) in einer Taylorreihe bis zur ersten Ordnung
O(ε) um die Stelle ε = 0 so erha¨lt man die infinitesimale Transformation der Ableitung
u′,x′ = u,x + ε U¯(x, u, u,x). (2.116)
Auf der rechten Seite von (2.115) setzt man die infinitesimale Transformation (2.103)
und (2.104) in den Quotienten (2.115) ein. Durch Vergleich beider Seiten bekommt
man
U¯(x, u, u,x) = DxU − u,xDxX = Dx(U −Xu,x) +Xu,xx. (2.117)
Der Term in der Klammer heißt Charakteristik
Qu := U −Xu,x. (2.118)
Damit la¨ßt sich die Komponente U¯ auch als
U¯(x, u, u,x) = DxQ
u +Xu,xx, (2.119)










u,xx + · · · . (2.120)
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Setzt man die Gl. (2.119) in das erste Prolongationsfeld (2.111) ein und beru¨cksichtigt







+X Dx = pr
(1)vQ +X Dx, (2.121)











Diese Rechnung fu¨r den ersten Prolongationsoperator pr(1)v la¨ßt sich problemlos bis
zur n-ter Ordnung pr(n)v fortsetzen [32]
pr(n)v = pr(n)vQ +X Dx. (2.123)
Wir mo¨chten hier wieder den Fall mehrerer abha¨ngiger und unabha¨ngiger Variablen
aufnehmen und uns die Resultate fu¨r die infinitesimale Tranformation (2.103), (2.104),
den infinitesimalen Erzeuger (2.108) und die Prolongationsformel (2.111) fu¨r diesen
Fall anschauen [21, 22, 24, 32]. Die infinitesimale Transformationsgruppe lautet jetzt
x′k = xk + εXk(x,u) + · · · , (2.124)
u′i = ui + εUi(x,u) + · · · , (2.125)












Fu¨r die einzelnen Indizes gilt k = 1, . . . , n und i = 1, . . . , p. Der infinitesimale Erzeuger








gegeben. Man kann die erste Prolongation




und die zweite Prolongation von v







berechnen. Die Komponenten des zweiten Prolongationsvektorfeldes (2.129) bestimmen
sich zu
U¯ij = Dj(Ui −Xkui,k) +Xkui,kj, (2.130)
U¯ijl = DlDj(Ui −Xkui,k) +Xkui,kjl. (2.131)
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Fu¨r die Charakteristik (2.118) bekommt man im Fall mehrerer abha¨ngiger und un-
abha¨ngiger Variablen
Qui = Ui −Xkui,k. (2.132)
Damit la¨ßt sich die zweite Prolongation (2.129) a¨hnlich wie im zweidimensionalen Fall
nach der allgemeinen Prolongationsformel (2.123) fu¨r n = 2 als
pr(2)v = pr(2)vQ +XkDk, (2.133)
umschreiben.
Ist es mo¨glich alle Lie-Punkt-Symmetrien des Systems (2.101) anstatt mit den kon-
tinuierlichen globalen Transformation (2.96) mit Hilfe der infinitesimalen Transfor-
mationen (2.103) und (2.104) zu bestimmen? Die Antwort zu dieser wichtigen Fra-
ge gab Sophus Lie [16]. Er zeigte, daß die nichtlineare Bedingungsgleichungen fu¨r
die Invarianz ∆ = ∆′, welche sich aus den Transformationen (2.96) ergeben, sich
enorm vereinfachen, wenn dafu¨r die infinitesimale Transformation (2.124) und (2.125)
in Betracht gezogen wird. Dadurch werden na¨mlich die Invarianzbedingungen line-
ar und alle Lie-Punkt Symmetrien lassen sich immer noch bestimmen. Das System
(2.101) der Navier-Gleichungen kann als eine Hyperfla¨che im ho¨her dimensionalen
Raum ((xi, ui, ui,j, ui,jk) ∈ R
36) intepretiert werden. Die Lie-Punkt Symmetrien die-
ser Hyperfla¨che lassen sich aus folgender Bedingung [32]
pr(2)v(∆) = 0, mit ∆ = 0, (2.134)
berechnen, d.h. die Lie-Gruppe G ist dann und nur dann eine Symmetriegruppe von ∆,
wenn fu¨r jeden infinitesimalen Erzeuger v von G das infinitesimale Kriterium (2.134)
erfu¨llt wird. Aus diesem Kriterium bekommt man ein lineares System aus partiellen
Differentialgleichungen fu¨r die unbekannten Komponenten Xk(x,u) und Ui(x,u)
[




Fu¨r die statischen Navier Gln. erha¨lt man die Lo¨sung [28]
Xk = dk + ǫkjlxjal + dxk, (2.136)
Ui = cui + ǫijlujal + fi(x), (2.137)
mit dk, al, d und c als beliebige Parameter. Die Funktionen fi(x) sind beliebige Lo¨sun-
gen der statischen Navier Gln. Damit sind also die infinitesimalen Erzeuger welche die
Navier Gln. invariant lassen bekannt. Setzt man die Komponenten (2.136) und (2.137)
in den infinitesimalen Erzeuger (2.127) ein und fast die Terme mit den gleichen Pa-
rameter zusammen, so setzt sich das tangentiale Vektorfeld v aus mehreren linear
unabha¨ngigen Vektorfelder
v = v1 + v2 + v3 + v4 + v5 (2.138)
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zusammen. Alle diese Lie-Vektorfelder der infinitesimalen Symmetrien der Feldglei-





















(Skalierung der Verschiebung). (2.142)




z) setzt sich aus den in den drei Ko-
ordinatenrichtungen x, y, z unabha¨ngigen Translationen. Das Lie-Vektorfeld der Rota-




z) entha¨lt die in den drei Koordinatenebenen xy, xz, yz unabha¨ngig
stattfindende Drehungen. Die Lie-Vektorfelder v3 und v4 beschreiben entsprechend die
Skalierung im Raum der unabha¨ngigen Ortsvariablen und des abha¨ngigen Verschie-
bungsfeldes. Somit bildet die achtparametrige Lie-Punkt-Gruppe (2.136) und (2.137)
eine Symmetrie fu¨r die statischen Navier Gln. Somit ist auch die 8-dimensionale Lie-
Algebra mit den Lie-Vektorfeldern (2.139)–(2.142) gegeben. Zusa¨tlich zur Lie-Algebra




(Addition von Lo¨sungen), (2.143)
welche nur wegen der Linearita¨t der Navier Gln. in Erscheinung tritt. Sie dru¨ckt das
Superpositionsprinzip fu¨r lineare Differenzialgleichungen aus. Fu¨r nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen gibt es diese Symmetrie nicht. Olver [28] fand fu¨r die Bedingung
7µ + 3λ = 0 zwischen den Lame´schen Konstanten eine erweiterte Lie-Algebra. Als
















hinzu. Diese ist aber nur von mathematischer Natur interessant, da die Bedingung
7µ+ 3λ = 0 im Widerspruch zu den Bedingungen (2.38) der positiven Definitheit der
Forma¨nderungsenergie steht. Olver [28] untersuchte verallgemeinerte Transformatio-
nen von der Form (2.99) und fand fu¨r die statischen Navier Gln. sechs verallgemeinerte
Symmetrien. In dieser Arbeit werden wir uns nur mit den klassischen Lie-Punkt Sym-
metrien befassen, denen man immer eine geometrische und dadurch auch physikalische
Bedeutung zuordnen kann. Wie lassen sich alle Variationssymmetrien fu¨r die Lagrange-
dichte finden? Ihre Kenntnis ist insofern wichtig, da man nach dem Noether Theorem
[25] jeder Variationssymmetrie einen Erhaltungssatz zuordnen kann. Man sucht nach
allen infinitesimalen Symmetrien (2.127) welche das Variationsproblem (2.94) invariant
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lassen. Man sah schon wie aus der Translationssymmetrie die Erhaltungsgro¨ße Jk = 0
gewonnen werden konnte. Jetzt mo¨chten wir uns mit einer systematischen mathema-
tischen Methode befassen, aus welcher alle Erhaltungssa¨tze aus den Symmetrien der
Lagrangedichte gewinnen lassen.









Dabei bezeichnet u(n) alle Ableitungen bis zur n-ten Ordnung des Vektorfeldes u.
Das infinitesimale Invarianzkriterium [32] besagt, daß die infinitesimale Transforma-
tion (2.124) und (2.125) dann und nur dann eine Variationssymmetrie des Funktio-
nals (2.145) ist, wenn fu¨r jeden infinitesimalen Erzeuger (2.127) die Bedingung
pr(n)v(L) + LDiXi = 0, (2.146)
gilt. Wendet man das infinitesimale Invarianzkriterium (2.146) auf die Forma¨nderun-
genergie L = −W (xk, ui,k) der linearen Elastostatik unter der Vernachla¨ssigung a¨ußerer
Volumenkra¨fte V = 0 an, so ergibt sich
pr(1)v(W ) +W DiXi = 0, (2.147)
da die Forma¨nderungsenergie nur von den ersten Ableitungen des Verschiebungsfeldes
abha¨ngt. Fu¨r die Anwendung des infinitesimalen Kriteriums (2.146) braucht man nur
die erste Prolongation. Aus den Gln. (2.121) und (2.122) ergibt sich










+Di(WXi) = 0. (2.148)
Durch partielle Differentation des zweiten Terms erha¨lt man








Da die Euler-Lagrange Gln. Ej(W ) = 0 immer gelten, erha¨lt man aus Gl. (2.149) den
folgenden Erhaltungssatz














Fu¨r die Translationssymmetrie x′i = xi + ǫkδki, u
′
k = uk bekommt man aus der infi-
nitesimalen Transformation (2.124), (2.125) mit den Komponenten des infinitesimalen
Erzeugers (2.127) Xi = δki und Uk = 0 den erhaltenden Strom
Pki := Aki = Wδki − uj,k
∂W
∂uj,i
=Wδki − uj,k τji. (2.152)
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In ihm erkennt man den im Abschnitt 2.2 auf anderem Weg hergeleiteten Eshelby-
schen Spannungstensor (2.68) wieder. Wenn fu¨r die Lagrangedichte der Elastostatik
ein infinitesimaler Erzeuger (2.127) die Bedingung (2.147) erfu¨llt, dann ist er als Va-
riationssymmetrie geeignet. Aus dieser Variationssymmetrie wurde gerade gezeigt wie
man den erhaltenden Strom (2.151) erha¨lt.
Sind alle bekannten Symmetrien (2.139)–(2.142) und (2.143) der statischen Navier-
Gln. (Euler-Lagrange Gln.) auch Variationssymmetrien? Falls alle das infinitesimale
Kriterium (2.147) erfu¨llen, dann sind sie es auch. Dieses entscheidet allein, welche
Euler-Lagrange Symmetrien sich auch als Variationssymmetrien eignen. Fu¨r jede Sym-
metrie, die dieses Kriterium erfu¨llt, bekommt man einen erhaltenden Strom. Man kann
natu¨rlich die Frage auch in umgekehrte Richtung stellen. Sind alle Variationssymme-
trien mit der Forma¨nderungsenergie W auch Symmetrien der statischen Navier Gln.?
Nach bekanntem Satz [32] gilt das immer, daß alle Variationssymmetrien sich weiter
als Symmetrien in den Euler-Lagrange Gln. vererben. Aber in der umgekehrten Rei-
henfolge gilt dieser Satz nicht. Nicht jede Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. ist auch
eine Variationssymmetrie. Als ha¨ufigstes Gegenbeispiel gilt die Skalierungssymmetrie.
Die Rotationsinvarianz des Funktionals (2.145) in der Elastostatik bezu¨glich der Lie-
Gruppe SO(3) ist durch die infinitesimale Transformation
x′i = xi + ǫkjixjεk, u
′
α = uα + ǫkβαuβεk (2.153)
im Raum der unabha¨ngigen und abha¨ngigen Variablen zugleich (siehe auch Gl. (2.140))
gegeben. Die Komponenten des infinitesimalen Erzeugers (2.127) lauten
Xik = ǫikjxj , Uαk = ǫαkβuβ. (2.154)














gegeben. Mit der Definition des Spannungstensors (2.30) bekommt man schließlich
Mki := Aki = ǫkmj(xmPji + um τji), (2.156)
in U¨bereinstimmung mit dem Ergebnis (2.78), welches man aus der Anwendung des
Rotationsoperators auf das Moment der Lagrangedichte erhalten hat. Unter den be-
sprochenen Vorausetzungen der Abwesenheit a¨ußerer Kra¨fte und der Wahl eines iso-
tropen Konsitutivgesetzes (2.34) folgt der lokale Erhaltungssatz (2.82) fu¨r den tota-
len Drehimpulstensor. Aus diesem folgt analog zur integralen Erhaltungsgro¨ße des Jk-
Integrals (2.73) eines homogenen Materials die Erhaltung des Li-Integrals (2.84) eines
isotropen Materials.
In der klassischen Elastizita¨t geho¨rt die Skalierungsgruppe auch zu einer Variati-
onssymmetrie. Die infinitesimale Transformation fu¨r die Skalierungsgruppe lautet
x′i = (1 + ε)xi, u
′
α = (1 + ε du)uα, (2.157)
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wobei du die Skalierungsdimension des Vektorfelds u angibt. Die Dimension des Vek-





gegeben. Somit gilt in der Elastostatik du = −1/2, da n = 3. Der infinitesimale Erzeu-
ger hat die Komponenten
Xi = xi, Uα = duuα. (2.159)
Damit ist auch der erhaltende Skalierungsstrom






gegeben. Setzt man in den Skalierungsstrom (2.160) die Spannung ein, so ergibt sich
seine endgu¨ltige Form
Yi := Ai = xjPji + duuj τji. (2.161)
Der Skalierungsstrom (2.161) erfu¨llt den lokalen Erhaltungssatz (2.89), aus welchem
durch Integration die Erhaltung (2.91) des M-Integrals (2.90) folgt. Andererseits ist
fu¨r ein Material, welches ein von den betrachteten La¨ngenskalen abha¨ngiges Deforma-
tionsverhalten zeigt, dasM-Integral (2.90) nicht erhalten und somit ungleich Null. Sein
Wert beschreibt den Bruch der Skalierungsinvarianz, d.h. den Verlust des selbsta¨hnli-
chen Verhaltens fu¨r die Materialeigenschaften. Dieser Symmetriebruch findet in Mate-
rialien mit einer inneren Struktur statt, welche das Vorhanden sein von inneren La¨ngen
fordern. Diese Mikrostruktur ist mit dem Auftreten von Spannungen ho¨herer Ordnung
(Hyperspannungen, Momentenspannungen) verbunden. Deswegen bekommt man im
Vergleich zur Translationssymmetrie und Rotationssymmetrie fu¨r die Skalierungssym-
metrie keinen Erhaltungssatz, sondern eine Bilanzgleichung. Darauf werden wir im
zweiten und dritten Kapitel eingehen, wo die Erhaltungssa¨tze der Elastizita¨t mit Mi-
krostruktur und der Gradientenelastizita¨t untersucht werden. In solchen Materialien ist
die Skalierungssymmetrie gebrochen. In der Gradientenelastizita¨t ha¨ngt die Lagrange-
dichte von ho¨heren Ableitungen des Verschiebungsfeldes ab. Beru¨cksichtigt man z.B.
zusa¨tzlich zur ersten noch die zweite Ableitung des Verschiebungsfeldes, so ist fu¨r die
Anwendung des infinitesimalen Kriteriums (2.146) die zweite Prolongation erforderlich.
Die Symmetrie (2.143) ruhrt daher, daß die Euler-Lagrange Gln. linear sind und
das Superponieren von einzelnen Lo¨sungen auch eine Lo¨sung ist. Das Vektorfeld v5
ist der Erzeuger dieser Divergenzsymmetrie. Die infinitesimalen Transformationen fu¨r
diese Symmetrie lauten
x′i = xi, u
′
α = uα + εfα. (2.162)
Dabei ist fα eine beliebige Lo¨sung der Feldgleichungen. Die Komponenten des infini-
tesimalen Erzeugers der Addition von Lo¨sungen sind durch
Xi = 0, Uα = fα, (2.163)
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gegeben. Fu¨r die Funktion Bi gilt
Bi = −uj τji(f). (2.164)
Damit kann der entsprechende erhaltende Strom
Ai = −fj τji(u) + uj τji(f ), (2.165)
angegeben werden. Dies ist das Resultat des Betti-Theorems [32]. Es resultiert aus der
Linearita¨t der Navier Gleichungen.
Kapitel 3
Mikrostruktur in der Elastizita¨t
3.1 Kinematik und Dynamik
Der Gedanke, bei welchem, jedem materiellen Punkt eines dreidimensionalen elasti-
schen Kontinuums eine sogennante Einheitszelle zugeordnet wird, geht auf die Bru¨der
Cosserat [33] zuru¨ck. In diesem Cosserat-Kontinuum stellt die Einheitszelle ein ortho-
gonales und starres Dreibein dar, welches aus drei zueinander ortogonalen Einheits-
vektoren aufgespannt wird. Zu den drei Translationsfreiheitsgraden des Verschiebungs-
feldes ui des Makrokontinuums kommen noch drei rotatorische Freiheitsgrade fu¨r das
Drehfeld ψi der starren Mikrostruktur hinzu. Die materiellen Punkte erhalten damit
eine Orientierung. Man spricht auch von einem mikropolaren Medium. Der materielle
Punkt eines Cosserat-Kontinuums kann als ein infinitesimaler, starrer Ko¨rper aufge-
faßt werden. Die Arbeit [35] bietet einen attraktiven zusammenfassenden Bericht u¨ber
das Cosserat-Kontinuum. Im allgemeinen Fall, wenn eine Deformation der Einheits-
zelle, gegeben durch ein deformierbares Dreibein, zugelassen wird, verbindet man mit
jedem materiellen Punkt einen sogennanten Mikrodistorsionstensor ψij bestehend aus
neuen unabha¨ngigen Komponenten. Die Arbeiten [36, 67, 68] geben einen U¨berblick
u¨ber die Elastizita¨tstheorie eines Kontinuums mit einer deformierbaren Mikrostruktur.
Man spricht dann von einem mikromorphen Medium. Beschra¨nkt sich die Deformati-
on der Mikrostruktur nur auf eine starre Rotation und eine Dilatation, dann erfa¨hrt
diese zusa¨tzlich zur Mikrorotation ψi eine durch eine skalare Funktion ψ beschriebene
Mikrodilatation.
Wir mo¨chten jetzt die kinematischen Gro¨ßen eines Kontinuums mit Mikrostruktur
fu¨r den Fall einer linearen Deformation nach Mindlin [36] einfu¨hren. Ein materielles
Volumen V mit der Oberfla¨che S erfa¨hrt nach Gl. (2.1) die Verschiebung
uk = xk −Xk. (3.1)
Die Koordinaten xk stellen die ra¨umlichen, Eulerschen Ortskoordinaten dar, gemessen
von einem Koordinatensystem mit einem ortsfesten Ursprung. Die Koordinaten Xk
sind die mit demMakropartikel materiell verbundenen Lagrangeschen Ortskoordinaten.
Innerhalb dieses Makropartikels befindet sich eine Mikrostruktur vom Volumen V ′
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eingebettet. V ′ wird als Mikrovolumen bezeichnet. Die Mikrostruktur erfa¨hrt in jedem






Die Koordinaten X ′k, x
′
k sind entsprechend die materielle und ra¨umliche Ortskoordi-
naten. Sie liegen am Anfang des Deformationsprozesses im Schwerpunkt des Makro-
partikels und sind parallel zu den xk Koordinatenachsen. Ihr Ursprung ist mit der Mi-
krostruktur fest verbunden. Da lineare Deformationsprozesse betrachtet werden, sind




















wobei t die Zeit fu¨r eine dynamische Deformation darstellt. Unter der Annahme, daß
die Mikroverschiebung u′k als Polynom in den x
′
k Koordinaten geschrieben werden kann,
gilt als erste Na¨herung fu¨r den ersten linearen Term dieses Polynoms
u′k = ψkl x
′
l, (3.5)




homogen im Volumen V ′ und inhomogen im Volumen V . Aus der Mikrodistorsion
lassen sich auch die Mikroverzerrung
ekl := ψ(kl) =
1
2
(ψkl + ψlk) (3.7)
als symmetrischer Anteil von ψkl und die Mikrorotation
wkl := ψ[kl] =
1
2
(ψkl − ψlk) (3.8)
als antisymmetrischer Anteil der Mikrodistorsion definieren. Weiterhin gelten die im
Kapitel 2 als Makrodeformation (2.15), Makroverzerrung (2.14) und Makrorotation (2.17)
eingefu¨hrten kinematischen Gro¨ßen des Makromediums. Der antisymmetrische Anteil
wkl des Mikromediums beschreibt die Drehungskomponenten des Cosserat-Dreibeins,
welche fu¨r Verdrillungen und Verkru¨mmungen zusta¨ndig sind. Mit den gegebenen ki-
nematischen Maßen fu¨r das Makromedium und das Mikromedium kann jetzt die soge-
nannte relative Deformation
γkl := βkl − ψkl (3.9)
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definiert werden. Dabei stellt βkl den in der Gl. (2.15) im Kapitel 2 eingefu¨hrten Dis-
torsionstensor des Makromediums dar. Zusa¨tzlich kann der Mikrodistorsionsgradient
κklm := ψkl,m (3.10)
als Makrogradient der Mikrodistorsion ψkl eingefu¨hrt werden. Die Tensoren ekl, γkl, κkl
sind unabha¨ngig von den Koordinaten x′k.
Liegt ein lineares Cosserat-Medium [34] vor, so vereinfacht sich die Kinematik. Mit
Hilfe der infinitesimalen Drehung, die durch den Drehvektor ψ gegeben ist, wird aus
der Gl. (3.9)
γkl = βkl − ǫklmψm, ψ[kl] = ǫklmψm, (3.11)
wobei ǫklm der total antisymmetrische Tensor von Levi-Civita ist. Der dreistufige Mi-
krodistorsionsgradient (3.10) reduziert sich auf den zweistufigen Tensor
κkl = ψk,l, (3.12)
dessen Diagonalkomponenten k = l Verdrillungsdeformationen und die mit ungleichen
Indizes k 6= l Verkru¨mmungsdeformationen beschreiben. Der symmetrische Anteil von
Gl. (3.11) ist mit dem Verzerrungstensor des klassischen Kontinuums (2.14) identisch.
Der antisymmetrische Anteil
γ[kl] = ωkl − ǫklmψm (3.13)
beschreibt die Relativdrehung des o¨rtlichen, an jedem materiellen Punkt haftenden
Dreibeins gegenu¨ber der mittleren Drehung im Verschiebungsfeld. Fu¨hrt der Festko¨rper
als Ganzes eine Starrko¨rperbewegung aus, so verschwinden die Deformationen γkl, κkl.
Wenn die Mikrostruktur als einzige Deformation einer Dilatation ψ unterworfen wird,
so kommt als neue Gro¨ße zum Drehvektor ψk der Mikrodilatationsgradient
e = ψ, κk = ψ,k (3.14)
hinzu. Die Mikrostruktur wird in einem Kontinuum mit Mikrodilatation durch den
Drehvektor ψk und die skalare Dilatationsfunktion ψ charakterisiert (siehe auch [69,
70, 71]). Im folgenden werden die Kompatibilita¨tsbedingungen [71] fu¨r die linearen
Kontinua mit diesen drei Arten von Mikrostuktur angegeben. Im allgemeinen Fall liegt
ein kompatibles mikromorphes Medium vor, wenn folgende Beziehungen
ǫkpq(γpl,q + κlpq) = 0, (3.15)
ǫkpqκlmp,q = 0, (3.16)
κklm + κlkm − 2ekl,m = 0 (3.17)
gelten. Fu¨r ein elastisches mikropolares Medium heißen diese
ǫkpqγlq,p + κppδkl − κkl = 0, (3.18)
ǫkpqκlq,p = 0. (3.19)
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3.2 Elastizita¨t mit Mikrodilatation
Im Kapitel 2 haben wir uns mit dem Noetherschen Theorem vertraut gemacht und
die mathematischen Grundlagen zur Berechnung von Lie-Punkt Symmetrien kennen-
gelernt. Wir werden die Peter Olver Methode zum Berechnen der Euler-Lagrange Sym-
metrien und Variationssymmetrien fu¨r elastische Media mit Mikrostruktur verwenden.
Wir beschra¨nken uns auf ein linear isotropes, homogenes und kompatibles Kontinuum.
Mit den bekannten infinitesimalen Symmetrien werden mit Hilfe des Noetherschen
Theorems die entsprechenden Erhaltungssa¨tze hergeleitet. Die schon fu¨r die klassische
Elastizita¨t gefundene wegunabha¨ngigen Jk-, Lk- und M-Integrale werden fu¨r elasti-
sche Festko¨rper mit einer Mikrostruktur verallgemeinert. Die damit zusammenha¨ngen-
den divergenzfreien Gro¨ßen sind der Energie-Impuls Tensor, der Drehimpuls Tensor
und der Dilatations oder Skalierungsfluß. Die Arbeiten von Jaric [72, 73], Dai [74]
und Vukobrat [75] bescha¨ftigen sich mit dem Problem der Formulierung von Erhal-
tungssa¨tzen und ebenso mit der Angabe eines wegunabha¨ngigen Jk-Integrals fu¨r mi-
kropolare Media. Pucci und Saccomandi [76], Lubarda und Markenscoff [77] berech-
neten fu¨r ein mikropolares Medium die Variationssymmetrien und gaben mit Hilfe
des Noetherschen Theorems die entsprechenden Erhaltungssa¨tze fu¨r die Translations
und Rotations-Symmetrie an. Aufgrund der Mikrostruktur wird die Symmetrie der
Skalierung gebrochen. Fu¨r elastische, poro¨se Media findet man in der Arbeit [78] die
Erhaltungssa¨tze. Wir mo¨chten die Erhaltungssa¨tze und wegunabha¨ngige Integrale fu¨r
ein Kontinuum mit Mikrodilatation und mikromorphes Kontinuum bestimmen (siehe
auch [79]). Es werden die Euler-Lagrange Symmetrien und die Variationssymmetrien
fu¨r diese beiden Fa¨lle ausgerechnet.
3.3 Lie-Punkt Symmetrien
Mit Hilfe der kinematischen Gro¨ßen γkl, ψk, ψ und κkl fu¨r ein Medium mit Mikrodila-




























Der Tesnor tkl ist der Spannungstensor, s− t ist die, fu¨r die Dilatation der Mikrostruk-
tur verantwortliche, innere Volumenkraft, mkl ist der Momentenspannungstensor und
mk ist der Mikrodilatationsvektor und verursacht die Dilatation der Mikrostruktur.
Im statischen Fall, wenn also die kinetische Energie T = 0 verschwindet, lautet die




W (uk,l, ψk, ψk,l, ψ, ψ,k) dV (3.22)
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mit der potentiellen Energiedichte (3.21) bekommt man fu¨r die Variation der Feldva-
riablen uk, ψk und ψ, die das Wirkungsfunktional S stationa¨r δS = 0 werden lassen,
die folgenden drei Euler-Lagrange Gln.





















wobei Di die totale Ableitung ist, welche auf die vektorwetige Funktionen der Ver-
schiebung des Makromediums uk, der Drehung der Mikrostruktur ψk und die skalare






















+ . . . .
(3.26)
Fu¨r homogene Materialien ist die Energiedichte W unabha¨ngig von den Ortsvaria-
blen xk, d.h. es ist
∂W
∂xk
= 0. Man bekommt aus (3.23)–(3.25) ohne Beru¨cksichtigung
von a¨ußeren Volumenkra¨ften, Volumenmomenten und Mikrodilatationskra¨ften folgende
Bilanzgleichungen
Dltkl = 0, (3.27)
Dlmkl − ǫkmntmn = 0, (3.28)
Dlml − s+ t = 0. (3.29)
Die Konstitutivgleichungen fu¨r ein isotropes Kontinuum mit Mikrodilatation haben
folgende Gestalt
tkl = (λ0ψ + λur,r)δkl + µ(uk,l + ul,k) + κ(uk,l + ǫklmψm), (3.30)
s− t = λ1ψ + λ0ur,r, (3.31)
mkl = αψr,rδkl + βψl,k + γψk,l, (3.32)
mk = α0ψ,k. (3.33)
Werden die Materialgleichungen (3.30)–(3.33) in den Gln. (3.27)–(3.29) eingesetzt, so
bekommt man als Ergebnis die Feldgleichungen der Elastizita¨t mit Mikrodilatation in
Abha¨ngigkeit von den Feldvariablen uk, ψk und ψ
λ0ψ,k + (µ+ λ)ul,lk + (µ+ κ)uk,ll + κǫklmψm,l = 0, (3.34)
(α + β)ψl,lk + γψk,ll + κǫkmnun,m − 2κψk = 0, (3.35)
α0ψ,ll − λ1ψ − λ0ul,l = 0. (3.36)
Die Euler-Lagrange Gln. (3.34)–(3.36) stellen ein System von sieben gekoppelten, li-
nearen Differentialgleichungen ∆ ≡ (∆1, .....,∆7) = 0 dar. x sind die unabha¨ngigen
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ra¨umlichen Variablen und u, ψ, ψ sind entsprechend die abha¨ngigen Feldvariablen. Sie
spannen den Basisraum (x,u,ψ, ψ) ∈ Rn × Rp × Rq × R (in unserem Fall gilt n = 3,
p = 3 und q = 3) auf. Das Gleichungssystem ∆ = 0 ist von zweiter Ordnung in den
unbekannten Variablen. Ist G die Lie-Gruppe, die die Gln. (3.34)–(3.36) invariant la¨ßt,
dann sind die infinitesimalen Transformationen
x′i = xi + εXi(x,u,ψ, ψ) + · · · , (3.37)
u′α = uα + εUα(x,u,ψ, ψ) + · · · , (3.38)
ψ′α = ψα + εΨα(x,u,ψ, ψ) + · · · , (3.39)
ψ′ = ψ + εΨ(x,u,ψ, ψ) + · · · , (3.40)























gegeben. Fu¨r die Indizes gilt: i = 1, . . . , n, α = 1, . . . , p und β = 1, . . . , p. Damit erzeugt














welches lokal auf den Basisraum wirkt. Daraus erha¨lt man die erste Prolongation von
v als











U¯αi = Di(Uα −Xkuα,k) +Xkuα,ki, (3.45)
Ψ¯αi = Di(Ψα −Xkuα,k) +Xkψα,ki, (3.46)
Ψ¯i = Di(Ψ−Xkψα,k) +Xkψ,ki. (3.47)
Aus dem Vektorfeld v lassen sich die Charakteristiken
Quα = Uα −Xkuα,k, (3.48)
Qψα = Ψα −Xkψα,k, (3.49)
Qψ = Ψ−Xkψ,k, (3.50)
angeben. Zu der ersten Charakteristik, die mit der Gl. (2.132) fu¨r das Verschiebung-
feld der klassischen Elastizita¨t identisch ist, bekommt man aufgrund der Feldgro¨ßen
3.3. LIE-PUNKT SYMMETRIEN 39
ψij und ψ zwei zusa¨tzliche Charakteristiken hinzu. Mit den im Kapitel 2 eingefu¨hr-
ten Prolongationsformeln (2.121) und (2.122) la¨ßt sich die erste Prolongation (3.44)
folgendermaßen
pr(1)v = pr(1)vQ +XiDi (3.51)


























annimmt. Um die Lie-Punkt Symmetrien der Euler-Lagrange Gln. (3.34)–(3.36) zu
bestimmen, braucht man die zweite Prolongation pr(2)v des Vektorfeldes v. Sie stellt
eine Erweiterung der ersten Prolongation (3.44) dar und ist gegeben durch










mit den zusa¨tzlichen Komponenten
U¯αij = Dj(U¯αi −Xkuα,ik) +Xkuα,jik, (3.54)
Ψ¯αij = Dj(Ψ¯αi −Xkψα,ik) +Xkψα,jik, (3.55)
Ψ¯ij = Dj(Ψ¯i −Xkψ,ik) +Xkψ,jik, (3.56)
des prolongierten Vektorfeldes. Wendet man die Symmetriebedingung (2.134) mit der
zweiten Prolongation gegeben durch Gl. (3.53) auf die Euler-Lagrange Gln. (3.34)–
(3.36) an, so erha¨lt man folgendes Bestimmungsystem
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Die infinitesimalen Erzeuger, welche die Euler-Lagrange Gln. invariant lassen, lauten
Xi = di + ǫijkxjak, (3.60)
Uα = cuα + ǫαjkujak + fα(x), (3.61)
Ψα = cψα + ǫαjkψjak + gα(x), (3.62)
Ψ = cψ + g(x). (3.63)
di, ai und c sind beliebige Parameter und fi(x), gi(x) und g(x) sind beliebige Lo¨sungen
der Gln. (3.34)–(3.36). Die Lie-Algebra der infinitesimalen Symmetrien der Feldglei-
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(Addition von Lo¨sungen). (3.67)
Im Gegensatz zur klassischen Elastizita¨t stellt die Skalierungsgruppe xi∂i keine Lie-
Punkt Symmetrie der Feldgleichungen dar.
3.4 Erhaltungssa¨tze
Wie schon im Kapitel 2 gezeigt wurde, kann eine Lie-Gruppe G nur dann eine Varia-
tionssymmetrie oder Divergenzsymmetrie sein, wenn folgende Bedingung
pr(1)v(W ) +W DiXi = DiBi, (3.68)
erfu¨llt ist. Bi ist eine analytische Funktion. Ist Bi 6= 0, dann stellt v den Erzeuger einer
Divergenzsymmetrie der potentiellen Energiedichte W dar. Andernfalls wenn Bi = 0,
wird aus v eine Variationssymmetrie. Setzt man die Gln. (3.51)–(3.52) fu¨r die erste
Prolongation von v in die Gl. (3.68) ein, so ergibt sich
pr(1)vQ(W ) + Di(WXi) = DiBi, (3.69)



















































Durch die Kombination der Gln. (3.69) und (3.71) liefert das infinitesimale Kriteri-
um (3.68) die Beziehung
DiAi +QαE
u




α (W ) +Q














+WXi − Bi. (3.73)
Die Euler-Lagrange Gln. E uα (W ) = 0, E
ψ
α (W ) = 0 und E
ψ(W ) = 0 sind wa¨hrend des
gesamten Deformationsprozesses erfu¨llt. Damit folgt aus der Gl. (3.72) ein lokaler Er-




















Die Translationssymmetrie ist eine Variationssymmetrie Bi = 0. Fu¨r diese Symmetrie
erfahren nur die unabha¨ngigen Variablen (x, t) eine infinitesimale Transformation. Die
abha¨ngigen Variablen (u,ψ, ψ) bleiben dabei unvera¨dert. Aus den Formeln (3.37)–
(3.40) bekommt man
x′i = xi + εkδki, u
′
α = uα, ψ
′
α = ψα, ψ
′ = ψ. (3.75)
Die entsprechende infinitesimale Erzeuger lauten
Xki = δki, Uα = 0, Ψα = 0, Ψ = 0. (3.76)
Mit den Komponenten (3.76) fu¨r den Erzeuger der Translationsgruppe ergibt sich aus
der allgemeinen Formel (3.74) der Translationsstrom










Dieser la¨ßt sich mit Hilfe der Spannungen (3.20) in seine endgu¨ltige Form
Pki = W δki − uα,k tα,i − ψα,kmαi − ψ,kmi. (3.78)
bringen. Der Tensor Pki in der Gl. (3.78) ist der statische, kanonische Energie-Impuls-
Tensor eines elastischen Kontinuums, fu¨r dessen Mikrostruktur die Starrko¨rperrotation
ψα und die Dilatation ψ als gesamte Mikrodistorsion erlaubt sind. Er stellt durch die
letzten zwei Terme eine Verallgemeinerung des Eshelbyschen Spannungstensor (2.69)
der klassischen Elastizita¨t dar. Aus dem infinitesimalen Erhaltungssatz DiPki = 0 und
dem Gaußschen Satz bekommt man fu¨r das Jk-Integral (2.71) mit dem verallgemei-
nerten Eshelbyschen Spannungstensor (3.78) die integrale Erhaltungsgro¨ße Jk = 0.
Im Falle, daß ein inkompatibles, oder inhomogenes elastisches Medium mit einer Mi-
krodilatatonsstruktur vorliegt, wird die Translationssymmetrie gebrochen und es gilt
Jk 6= 0.
42 KAPITEL 3. MIKROSTRUKTUR IN DER ELASTIZITA¨T
3.4.2 Rotationsstrom
Aus der Isotropie des Materials und der Rotationssymmetrie (3.65) gibt es genau wie
fu¨r die Translationssymmetrie einen erhaltenden Strom. Die infinitesimalen Transfor-
mationen lauten
x′i = xi + ǫkjixjεk, u
′
α = uα + ǫkβαuβεk, ψ
′
α = ψα + ǫkβαψβεk, ψ
′ = ψ. (3.79)
Daraus ergibt sich fu¨r die infinitesimalen Erzeuger
Xik = ǫikjxj , τ = 0, Uαk = ǫαkβuβ, Ψαk = ǫαkβψβ , Ψ = 0. (3.80)
Mit diesen Transformationen bekommt man aus der Gl. (3.74) den Rotationsstrom






















Mit Hilfe des Eshelbyschen Spannungstensors (3.78) und den Spannungen (3.20) erha¨lt
man
Mki = ǫkjn(xj Pni + uj tni + ψj mni). (3.82)






in Relation. Dieser setzt sich aus zwei Anteilen
Mjni = Ljni + Sjni (3.84)
zusammen. Der erste Term ist der orbitale Drehimpuls
Ljni = xj Pni − xn Pji (3.85)
und der zweite Term beschreibt den inneren Drehimpuls
Sjni = uj tni − un tji + ψj mni − ψnmji. (3.86)
Die Isotropiebedingung folgt aus der Invarianz bezu¨glich der Drehung
DiMki = ǫkjn(uj,i tni − ui,n tji + ψj,imni − ψi,nmji + ψj mni,i − ψnmj). (3.87)
Unter Benutzung der Materialgleichungen (3.30)–(3.33) zeigt man, daß die rechte Sei-
te der Gl. (3.87) fu¨r ein isotropes Material verschwindet. Damit stellt auch das Lk-
Integral (2.83) mit dem totalen Drehimpulstensor (3.82) eine globale Erhaltungsgro¨ße
mit Lk = 0 dar. Im allgemeinen Fall anisotroper Materialien, wenn also keine Isotropie
vorliegt, ist die Rotationssymmetrie Lk 6= 0 gebrochen.
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3.4.3 Addition von Lo¨sungen
Diese Symmetrie existiert genauso wie bei den Euler-Lagrange Gln. (2.48) der klas-
sischen Elastizita¨t wegen der Linearita¨t des Gleichungssystems ∆ = 0 und ist eine
Divergenzsymmetrie. Das zu v4 geho¨rende Vektorfeld Bi lautet
Bi = uj tji(f , g) + ψj mji(g) + ψmi(g). (3.88)
Die Bezeichnungen tji(f , g), mji(g) und mi(g) bedeuten, daß die Feldvariablen u, ψ,
ψ durch die Gro¨ßen f , g und g entsprechend ersetzt werden. Der erhaltende Strom fu¨r
diese Symmetrie lautet
Ai = fj tji(u,ψ) + gj mji(ψ) + g mi(ψ)− [uj tji(f , g) + ψj mji(g) + ψmi(g)]. (3.89)
Dieses Resultat ist nichts anderes als die Erweiterung des Betti-Theorems fu¨r die Elasti-
zita¨t mit Mikrodilatation. Falls ψ = 0, bekommt man analog als Ergebnis die Funktion
Bi und den Strom Ai fu¨r ein mikropolares Medium. Mit dem Erhaltungsstrom (3.89)
ergibt sich folgender integraler Erhaltungssatz∫
S
[uj tji(f , g) + ψj mji(g) + ψmi(g)− fj tji(u,ψ)− gj mji(ψ)− g mi(ψ)]ni dS.
(3.90)
3.4.4 Skalierungsstrom
Fu¨r ein elastisches Medium mit einer Mikrostruktur, die einer Dilatation unterworfen
wird, ist die Skalierungssymmetrie wie im Fall der mikropolaren Elastizita¨t weder eine
Variationssymmetrie noch eine Divergenzsymmetrie. Der Grund liegt na¨mlich darin,
daß alle Elastizita¨tstheorien mit einer Mikrostruktur, innere charakteristische La¨ngen
liefern, welche fu¨r den Bruch der Selbsta¨hnlichkeit des Mediums verantwortlich sind.
Alle Konstanten mit der Dimension einer La¨nge, die in der potentiellen Energiedichte
W erscheinen, verletzen die Skalierungsinvarianz. Die Skalierungsgruppe fu¨r die un-
abha¨ngigen und abha¨ngigen Variablen lautet in der infinitesimalen Form
x′i = (1 + ε)xi, (3.91)
u′α = (1 + ε du)uα, (3.92)
ψ′α = (1 + ε dψ)ψα, (3.93)
ψ′ = (1 + ε dψ¯)ψ, (3.94)
wobei du, dψ und dψ¯ die Skalierungsdimensionen der Verschiebung u, der Mikrorotation
ψ und der skalaren Dilatation ψ sind. Die infinitesimalen Erzeuger lauten





, dψ = −
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Setzt man die Komponenten des Skalierungsoperators (3.95) in die allgemeine Formel
fu¨r den Strom (3.74) ein, so ergibt sich der Skalierungsstrom










Dieser Strom ist auch fu¨r ein anisotropes Medium gu¨ltig. Aus der Divergenz des Ska-
lierungsstromes erha¨lt man die symmetriebrechende Terme
DiYi = −mji ψi,j −mi ψ,i. (3.98)
Die Gl. (3.98) ist somit eine Bilanzgleichung. Das wegunabha¨ngige M-Integral (2.90)
fu¨r die Skalierung ist in der Elastizita¨t mit Mikrorotation und Mikrodilatation im
Gegensatz zur klassischen Elastizita¨t (2.91) ungleich Null und ist somit keine globale




(mji ψi,j +mi ψ,i) dV. (3.99)
3.5 Mikromorphe Elastizita¨t
Nachdem wir im letzten Abschnitt die Lie-Punkt Symmetrien der Euler-Lagrange Gln.,
die Variationssymmetrien und Erhaltungssa¨tze fu¨r ein elastisches Medium mit Mikro-
rotation und Mikrodilatation untersucht haben, mo¨chten wir das gleiche fu¨r ein mi-
kromorphes Medium tun. Fu¨r die Mikrostruktur ist jetzt eine aus einer Mikrorotation,
einer Mikrodilatation und einer Mikroverzerrung zusammengesetzte, homogene Mikro-
distorsion zugelassen. Aus dem Vektor ψk fu¨r die Mikrorotation und dem Skalar ψ fu¨r
die Mikrodilatation, wird jetzt der Mikrodistorsionstensor ψkl die entscheidende kine-
matische Gro¨ße zur Beschreibung der mikromorphen Mikrostruktur. Da man schon im
letzten Abschnitt mit den no¨tigen mathematischen Methoden vertraut gemacht hat,
wird die Rechnung gleich fu¨r die mikromorphe Elastodynamik [80] ausgefu¨hrt. Daraus
ergeben sich auch die Resultate fu¨r die mikromorphe Elastostatik [79]. Der Integrand
des Wirkungsfunktionals (3.22) ist durch die folgende Lagrangedichte
L = L(uα, ψαβ, u˙α, ψ˙αβ , uα,i, ψαβ,i) (3.100)
zu ersetzen. Aus der Bedingung der Stationarita¨t bekommt man die Euler-Lagrange
Gln.
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+ . . . . (3.104)
Zusa¨tzlich zur Homogenita¨t im Raum ∂L
∂xi
= 0, kommt jetzt die expizite Unabha¨ngigkeit
der Lagrangedichte ∂L
∂t
= 0 von der Zeit t hinzu. L setzt sich aus der kinetischen Energie
T und der elastischen Verzerrungsenergie W folgendermaßen
L = T −W (3.105)








gegeben. Der zweite Term gibt den Anteil an kinetischer Energie, die in der Mikrostruk-
tur steckt. Dabei ist vα = u˙α die Geschwindigkeit eines Makropunktes und vαβ = ψ˙αβ
die der Mikrostruktur entsprechend. Mit den Makro und Mikrogeschwindigkeiten sind
































Der Tensor tkl gilt als Erweiterung des Spannungstensors fu¨r ein mikromorphes Me-
dium, skl ist der Mikrospannungstensor und mklm ist der Hyperspannungstensor. Mit
den eingefu¨hrten dualen Gro¨ßen bekommt man aus den Gln. (3.101)–(3.102) folgende
Ausdru¨cke fu¨r die Euler-Lagrange Gln.
Dtpα − Ditαi = 0, (3.110)
Dtpαβ − Dimαβi − (tαβ − sαβ) = 0. (3.111)
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Die Konstitutivgleichungen fu¨r den Makro und Mikroimpuls lauten
pk = ρu˙k, (3.112)
pkl = ρjψ˙kl, (3.113)
wobei ρ die Dichte des Makromediums und j den Tra¨gheitstensor der Mikrostruktur
kennzeichnet. Die Materialgleichungen fu¨r die Spannungen tkl, skl und mklm lauten in
der linearen, mikromorphen Elastizita¨t [71]
tkl =[λγrr + (λ+ ν)err]δkl + (µ+ κ)γkl + µγlk + 2(µ+ σ)ekl, (3.114)
skl =[(λ+ ν)γrr + (λ+ 2ν + τ)err]δkl + (µ+ σ)(γkl + γlk) (3.115)
+ 2(µ+ 2σ + η)ekl,
mklm =τ1(κmrrδkl + κrrkδml) + τ2(κrmrδkl + κrrlδmk) + τ3κrrmδkl + τ4κkrrδml
+ τ5(κrkrδml + κlrrδmk) + τ6κrlrδmk + τ7κklm + τ8(κlmk + κmkl)
+ τ9κkml + τ10κlkm + τ11κmlk. (3.116)
Setzt man die Materialgleichungen (3.112)–(3.116) in die Euler-Lagrange Gln. (3.110)
und (3.111) ein, dann bekommt man die Bewegungsgleichungen der linearen, mikro-
morphen Elastizita¨t fu¨r das Verschiebungsfeld u und das Mikrodistorsionsfeld ψ
(µ+ κ)uk,ll + (µ+ λ)ul,lk + νψll,k + σψlk,l + (σ − κ)ψkl,l = ρu¨k, (3.117)
(τ1 + τ2)ψrr,lk + τ1ψmr,rmδkl + τ2ψrm,rmδkl + τ3ψrr,mmδkl + (τ4 + τ9)ψkm,lm
+ (τ5 + τ8)(ψlm,mk + ψmk,lm) + (τ6 + τ11)ψml,mk + τ7ψkl,mm + τ10ψlk,mm
− (νur,r + τψrr)δkl − σul,k + (κ− σ)uk,l − ηψlk − (κ + η)ψkl = ρjψ¨kl. (3.118)
3.6 Erhaltungssa¨tze
In der mikromorphen Elastodynamik ist, der aus den unabha¨ngigen und abha¨ngigen
Variablen (x, t,u,ψ) ∈ Rn×R×Rp×Rq zusammengesetzte Raum ein sechzehndimen-
sionaler Raum. Man fu¨hrt folgende infinitesimale Transformation fu¨r das Variablentu-
pel (x, t,u,ψ) ein
x′i = xi + εXi(x, t,u,ψ) + · · · , (3.119)
t′ = t+ ετ(x, t,u,ψ) + · · · , (3.120)
u′α = uα + εUα(x, t,u,ψ) + · · · , (3.121)
ψ′αβ = ψαβ + εΨαβ(x, t,u,ψ) + · · · . (3.122)
























Fu¨r die Indizes gilt i = 1, . . . , n, α = 1, . . . , p und β = 1, . . . , p. Der infinitesimale














auf den gesamten Raum mit dem Tupel (x, t,u,ψ). Aus diesem lassen sich seine erste
Prolongation













und die Komponenten dieses Vektorfeldes
U¯αi = Di(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xkuα,ki + τ u˙α,i, (3.127)
U¯αt = Dt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku˙α,k + τ u¨α, (3.128)
gewinnen. Entsprechende Ausdru¨cke fu¨r Ψ¯αβi und Ψ¯αβt erha¨lt man aus den Gln. (3.127)–
(3.128), wenn uα durch ψαβ und Uα durch Ψαβ ersetzt werden. Aus den Gln. (3.127)
und (3.128) und den erwa¨hnten Substitutionen kann man die Charakteristiken
Quα = Uα −Xjuα,j − τ u˙α, (3.129)
Qψαβ = Ψαβ −Xjψαβ,j − τψ˙αβ , (3.130)
fu¨r die mikromorphe Elastodynamik angeben. Mit diesen schreibt sich die erste Pro-
longation (3.126) als
pr(1)v = pr(1)vQ +XiDi + τDt, (3.131)
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besitzt. Aus der Symmetriebedingung (2.134) bekommt man die Lie-Algebra aus den












































Die Skalierungssymmetrien xi∂i und t∂t, die sonst in der klassischen Elastizita¨t existie-
ren, sind im Falle eines mikromorphen Materials abwesend.
Das infinitesimale Kriterium (3.68), dessen Erfu¨llung eine Lie-Gruppe G zu einer
Variationssymmetrie eines elastisches Medium mit Mikrorotation und Mikrodilatati-
on macht, bekommt fu¨r den Fall der dynamischen mikromorphen Elastizita¨t folgende
Gestalt
pr(1)v(L) + L (DiXi +Dtτ) = DiBi +DtB4. (3.138)
Im Vergleich zu (3.68) taucht jetzt L statt W auf und zusa¨tzlich tritt die Funktion
τ(x, t,u,ψ) aus der infinitesimalen Transformation (3.120) neu hinzu. Auf der rechten
Seite der Gl. (3.138) erscheint im dynamischen Fall fu¨r die Divergenz noch der Term
DtB4 der totalen zeitlichen Ableitung von B4. Substituiert man die Gln. (3.131)–(3.132)
fu¨r die Prolongationsformel in die Gl. (3.138), so ergibt sich
pr(1)vQ(L) + Di(LXi) + Dt(Lτ) = DiBi +DtB4, (3.139)



























































Schließlich aus der Kombination der Gln. (3.141) und (3.139) bekommt man aus dem









αβ(L) = 0, (3.142)


















+ Lτ −B4. (3.144)
Da die Euler-Lagrange Gln. E uα (L) = 0 und E
ψ
αβ(L) = 0 wa¨hrend des gesamten De-
formationsprozesses gu¨ltig sind, resultiert aus der Gl. (3.142) ein Erhaltungssatz. Mit









Ψαβ −Xjψαβ,j − τψ˙αβ
) ∂L
∂ψαβ,i









Ψαβ −Xjψαβ,j − τψ˙αβ
) ∂L
∂ψ˙αβ
+ Lτ − B4. (3.146)
3.6.1 Translationsstrom
Die Translationssymmetrie ist eine Variationssymmetrie mit Bi = 0 und B4 = 0. Die
Gruppe der Translation wirkt nur auf die unabha¨ngigen Variablen (x, t) und la¨ßt die
abha¨ngigen Variablen (u,ψ) der Verschiebung und der Mikrodistorsion unvera¨ndert
x′i = xi + εkδki, t
′ = t+ ε4δ44, u
′
α = uα, ψ
′
αβ = ψαβ . (3.147)
Die entsprechende infinitesimale Erzeuger lauten
Xki = δki, τ = δ44, Uα = 0, Ψαβ = 0. (3.148)
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Aus den Gln. (3.145), (3.146) und unter Benutzung der Gl. (3.148) ergeben sich folgende
Stro¨me




























Ausgedru¨ckt mit Hilfe der Spannungen tαi und mαβi lauten diese
Pki := −Aki = −L δki − uα,k tαi − ψαβ,kmαβi, (3.153)
Pk := Ak4 = −uα,k pα − ψαβ,k pαβ, (3.154)
Si := A4i = u˙α tαi + ψ˙αβ mαβi, (3.155)
H := −A44 = u˙α pα + ψ˙αβ pαβ − L. (3.156)
Wir benutzen die Vorzeichenkonvention von [81]. Der Tensor Pki stellt wie im Fall der
Elastizita¨t mit Mikrorotation und Mikrodilatation (3.78) eine Verallgemeinerung des
Eschelbyschen Spannungstensors (2.69) der klassischen Elastizita¨t fu¨r die mikromorphe
Elastodynamik dar. Die Vektorgro¨ße Pk ist der Pseudoimpuls. Den Pseudoimpuls fu¨r
ein mikropolares Medium hat Maugin in seiner Arbeit [82] angegeben. Die Gro¨ße Pk
in der Gl. (3.154) verallgemeinert dessen Resultat fu¨r ein mikromorphes Medium. Der
Vektor Si stellt den materiellen Energiefluß dar und wird auch Poynting Vektor gen-
nant. Er beschreibt die Verallgemeinerung fu¨r die mikromorphe Elastizita¨t. Die skalare
Gro¨ße H = T +W ist die Hamiltonian und stellt die Gesamtenergie des elastischen
Kontinuums mit einer deformierbaren Mikrostruktur dar. Alle diese Gro¨ßen erfu¨llen
die Erhaltungssa¨tze
DtPk − DiPki = 0, (3.157)
DtH− DiSi = 0. (3.158)
Die Gl. (3.157) ist der Erhaltungssatz fu¨r den Pseudoimpuls. Die Gl. (3.158) ist der
Erhaltungsatz der Gesamtenergie. Mit Hilfe des Gaußschen Theorems, ko¨nnen die in-










Sini dS = 0, (3.160)
geschrieben werden. Die Gl. (3.159) ist das Jk-Integral fu¨r die mikromorphe Elastody-
namik. Aus der Gl. (3.153) kann man den statischen Eshelbyschen Spannungstensor
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der mikromorphen Elastostatik als
Pki = Wδki − uα,k tαi − ψαβ,kmαβi, (3.161)
ablesen [79].
3.6.2 Rotationsstrom
Die Drehung im Raum ist wie die Translation eine Variationssymmetrie, da im infi-
nitesimalen Kriterium (3.138) beide Funktionen Bi = 0 und B4 = 0 verschwinden.
Die Drehgruppe SO(3) wirkt im Raum (x, t,u,ψ) der unabha¨ngigen und abha¨ngigen
Variablen. Ihre lokale Wirkung ist durch
x′i = xi + ǫkjixjεk, t
′ = t, u′α = uα + ǫkβαuβεk, ψ
′
αβ = ψαβ + ǫkjαψjβεk + ǫkjβψαjεk
(3.162)
gegeben. Die infinitesimalen Erzeuger besitzen die Form
Xik = ǫikjxj , τ = 0, Uαk = ǫαkβuβ, Ψαβk = ǫαkjψjβ + ǫβkjψαj . (3.163)














































welche auch mit Hilfe der Spannungen und Hyperspannungen (3.109)
Mki := −Aki = ǫkmj
(
xmPji + um tji + ψmlmjli + ψlmmlji
)
, (3.166)
Mk := Ak4 = ǫkmj
(
xmPj + um pj + ψml pjl + ψlm plj
)
(3.167)
ausgedru¨ckt werden ko¨nnen. Die Gl. (3.166) ist der Tensor des totalen Drehimpulses.






Der erste Term in dieser Aufteilung
M
(o)
ki = ǫkmj xmPji, (3.169)
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heißen Spinoperatoren [83]. Der orbitale Drehimpuls M
(o)
ki ha¨ngt mit der Drehsymme-
trie der unabha¨ngigen x-Koordinaten zusammen, wobei der innere Drehimpuls M
(i)
ki
aus der Drehsymmetrie des Raumes (u,ψ) der abha¨ngigen Variablen stammt. Die
Gl. (3.167) ist der Ausdruck fu¨r den totalen Pseudodrehimpuls. Dieser la¨ßt sich eben-






zerlegen, na¨mlich das orbitale Pseudodrehimpuls-Vektorfeld
M
(o)
k = ǫkmj xmPj (3.174)













Was den totalen Drehimpulstensor (3.166) angeht, besitzt er die gleiche Struktur wie in
der mikromorphen Elastostatik [79]. Die Isotropiebedingung fu¨r die Rotationsinvarianz
lautet
DtMk − DiMki = ǫknj
(
uj,i tni + ui,jtin + ψji(sni − tni) + ψij(sin − tin)
+ ψjl,imnli + ψlj,imlni + ψli,j mlin
)
. (3.176)
Wir benutzen die kinematischen Gro¨ßen (2.15), (3.9) und (3.11)–(3.13) zuzu¨glich der
Gl. (3.10) um die Isotropiebedingung (3.176) umzuformen
DtMk − DiMki = ǫknj
(




Setzt man die Materialgleichungen fu¨r die Spannungen (3.114), (3.115) und Hyperspan-
nungen (3.116) eines isotropen, mikromorphen Mediums in die Gln. (3.176) und (3.177)
ein, dann verschwindet die rechte Seite. Somit erha¨lt man nach Integration und Nut-






Mkini dS = 0. (3.178)
Mit dem totalen Drehimpulstensor (3.166) und Pseudodrehimpulstensor (3.167) stellt
das Erhaltungsintegral (3.178) das Lk-Integral der mikromorphen Elastodynamik dar.
Im Fall der Isotropie gilt Lk = 0. Andererseits wird fu¨r ein anisotropes Material Lk 6= 0,
d.h. die Rotationsinvarianz wird gebrochen.
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3.6.3 Addition von Lo¨sungen
Das Vektorfeld v5 ist der Erzeuger einer Divergenzsymmetrie. Die dazu geho¨renden
infinitesimalen Transformationen sind
x′i = xi, t
′ = t, u′α = uα + εfα, ψ
′
αβ = ψαβ + εgαβ, (3.179)
wobei die Funktionen fα und gαβ beliebige Lo¨sungen der Bewegungsgleichungen (3.117)–
(3.118) darstellen. Die infinitesimale Erzeuger der Transformation (3.179) lauten
Xi = 0, τ = 0, Uα = fα, Ψαβ = gαβ. (3.180)
Mit Hilfe des Betti-Theorems, lassen sich die Funktionen Bi und B4
Bi = −uα tαi(f , g)− ψαβ mαβi(f ), (3.181)
B4 = uα pα(f ) + ψαβ pαβ(g) (3.182)
bestimmen. Die Bezeichnungen tij(f , g),mijk(f ) stellen das Ersetzen der Feldvariablen
ui und ψkl durch die Funktionen f und g entsprechend. Aus der Symmetrie (3.179)
resultieren die folgenden erhaltenden Stro¨me
Ai = −fα tαi(u,ψ)− gαβ mαβi(ψ) + uα tαi(f , g) + ψαβ mαβi(g), (3.183)
A4 = fα pα(u) + gαβ pαβ(ψ)− uα pα(f )− ψαβ pαβ(g). (3.184)
Diese dru¨cken die Linearita¨t des Gleichungsystems (3.117)–(3.118) aus. Aus dem Gauß-
schen Satz kann auch der Erhaltungssatz in integraler Form∫
S
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Der Symmetriebruch der Skalierung vom Abschnitt 3.4.4 veerbt sich natu¨rlich weiter
auf ein mikromorphes Medium. In einem mikromorphen Medium existieren auch innere,
charakteristische La¨ngen, die den selbsta¨hnlichen Charakter des Materials fu¨r unter-
schiedliche Dimensionsskalen zersto¨ren. Die infinitesimale Form der Skalierungsgruppe
der unabha¨ngigen und abha¨ngigen Variablen lautet
x′i = (1 + ε)xi, t
′ = (1 + ε)t, u′α = (1 + ε du)uα, ψ
′
αβ = (1 + ε dψ)ψαβ ,
(3.186)
wobei du und dψ die Skalierungsdimensionen des Verschiebungsfeldes uk und des Mi-
krodistorsionstensors ψ sind. Die infinitesimale Erzeuger der Transformation (3.186)
sind durch
Xi = xi, τ = t, Uα = duuα, Ψαβ = dψψαβ , (3.187)





, dψ = −
d
2
, d = n + 1, (3.188)
gegeben. Dabei steht n fu¨r die ra¨umliche Dimension (n = 3 fu¨r den dreidimensionalen
Raum). Wenn die Erzeuger der Skalierung (3.187) in die Gln. (3.145) und (3.146)
eingesetzt werden, dann erha¨lt man folgende Stro¨me
Ai = xiL+
(




















Mit Hilfe des Makroimpulses pk, des Mikroimpulses pkl, der Spannungen σkl und Hy-
perspannungen mklm ko¨nnen die Skalierungsstro¨me in die Form
Yi := −Ai = xjPji − tSi + duuα tαi + dψψαβ mαβi, (3.191)
Y := A4 = xjPj − tH + duuα pα + dψψαβ pαβ, (3.192)
gebracht werden. In den Gln. (3.191) und (3.192) beschreiben die ersten zwei Terme
die orbitale Skalierungsstro¨me und die letzten zwei Terme sind der Beitrag der inneren
Skalierungsstro¨me. Da die Skalierungssymmetrie keine Variationssymmetrie ist, erfu¨llen
die Skalierungsstro¨me keinen Erhaltungssatz sondern eine Bilanzgleichung
DtY − DiYi = −(ψ˙αβ pαβ − ψαβ,imαβi). (3.193)
Auf der rechten Seite der Bilanzgleichung (3.193) ist das erste Glied innerhalb der
Klammer das zweifache der kinetischen Energie der Mikrostruktur und das zweite Glied
stellt das doppelte des Termes −1
2
mklmκklm der elastischen Mikroverzerrungsenergie in
















Im Anschluß an das letzte Kapitel werden wir fu¨r ein Kontinuum mit einer allge-
mein deformierbaren Mikrostruktur eine Einschra¨nkung in der Kinematik verlangen.
Dadurch ergibt sich aus der linearen mikromorphen Elastizita¨t die lineare Gradien-
tenelastizita¨t. Die kinematische Zwangsbedingung ist das Verschwinden der relativen
Distorsion γij = 0, man identifiziert also die Mikrostruktur mit dem umgebenden Ma-
kromedium. Diese spezielle Kinematik wird in der Arbeit [36] diskutiert. Es werden aus
der Elastizita¨tstheorie mit Mikrostruktur drei Formen der Gradientenelastizita¨t her-
geleitet, die alle auf die gleiche Differentialgleichung fu¨r das Verschiebungsfeld fu¨hren.
Die Kinematik vera¨ndert sich nach den Gln. (3.9) und (3.10) folgendermaßen
γαj = 0, ψαj = uα,j, καjk = uα,jk, (4.1)
d.h. die Mikrodistorsion wird jetzt zur Distorsion des Makromediums und der Mikro-
distorsionsgradient wird zum Distorsionsgradienten, welcher die zweite ra¨umliche Ab-
leitung des Verschiebungsfeldes ui,jk darstellt. Die elastisch gespeicherte Verzerrungs-








Die ho¨heren Kraftspannungen werden jetzt als Reaktionsmomente auf die ho¨here, zwei-
te Ableitung des Verschiebungsfeldes verstanden. Die Geschwindigkeit des Mikrodis-
torsionsgradienten ψ˙ij wandelt sich nach der kinematischen Einschra¨nkung (4.1) zum
ra¨umlichen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes u˙i,j um. In dieser Arbeit werden wir
annehmen, daß der Betrag des Geschwindigkeitsgradienten |u˙i,j| << |u˙i| in jedem ma-
teriellen Punkt immer viel kleiner als der Betrag der Geschwindigkeit selbst bleibt. In
der Arbeit [90] findet man die Herleitung der Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen
in der Gradientenelastizita¨t mit einer Lagrangedichte, in welcher der Geschwindigkeits-
gradient u˙i,j mitberu¨cksichtigt wird. Fu¨r die in diesem Kapitel gewa¨hlte Einschra¨nkung
kann die Gro¨ße u˙i,j in der kinetischen Energie des Mediums vernachla¨ssigt werden. Da-
mit ergibt sich die Lagrangedichte als
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Aus der Lagrangedichte (4.3) folgen, die zu den kinematischen Gro¨ßen der Distorsion





, ταj = −
∂L
∂uα,j




dabei ist pα der physikalische Impuls, ταj der Kraftspannungstensor und ταjk der Hyper-
spannungstensor. Die Euler-Lagrange Gln., die man aus der Variation nach der Feld-
variable ui und Minimierung des Wirkungsfunktionals mit der Lagrangedichte (4.3)
bekommt, lauten













welche ausgedru¨ckt mit dem Impuls, den Kraftspannungen und Hyperspannungen (4.4)
die Form


































+ . . . . (4.8)
Als Konsitutivgleichungen fu¨r den Impuls pα, die Spannungen ταj und die Hyperspan-
nungen ταjk wa¨hlt man fu¨r ein linear elastisches isotropes Medium folgende Beziehun-
gen
pα = ρ u˙α , (4.9)










δαjuk,ll + δαkuj,ll + 2δjkul,lα
)





welche eingesetzt in die Euler-Lagrange Gln. (4.6) drei Differentialgleichungen fu¨r das
Vektorfeld der Verschiebung ui








uj,jα = 0, (4.12)




, ℓ22 = 2
a1 + a2 + a5
λ+ µ
. (4.13)
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Die Gl. (4.12) beschreibt ein System von drei linearen partiellen Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung △≡ (△1, . . . ,△3) = 0. Zu den Lame´schen Konstanten µ und λ
fu¨r den Spannungstensor ταj erscheinen jetzt als zusa¨tzliche Materialkoeffizienten fu¨nf
Gradientenkoeffizienten a1, · · ·a5 fu¨r den Hyperspannungstensor ταjk. Die elastisch ge-
speicherte Energie eines Mediums, welches die zweite Ableitung des Verschiebungsfeldes
mitberu¨cksichtigt, kann die mo¨glichen Formen
W (β, gradβ), Gradientenelastizita¨t, (4.14)
W (e, grade), Verzerrungsgradientenelastizita¨t, (4.15)
W (β, rotβ), Versetzungstheorie, (4.16)
W (e, rote), Elastizita¨t mit Momentenspannungen, (4.17)
annehmen. Wir haben den ersten Typ gewa¨hlt. Wir werden im na¨chsten Kapitel sehen,
daß fu¨r ein inkompatibles elastisches Medium mit Versetzungen nur die dritte Form ge-
eignet ist. Aus dieser wird dann die vierte Form als spezieller Grenzfall in Erscheinung
tretten. Die zweite Form der potentiellen Energie findet auch in der Mikroplastizita¨t
(µm Bereich) als Verzerrungsgradientenplastizita¨t (“Strain-gradient plasticity”) An-
wendung. Mit dieser Theorie versucht man, die in Abha¨ngigkeit von der Abmessung
der Probe unterschiedlich große Zunahme der Verfestigung zu erkla¨ren. Das Materi-
alverhalten zeigt La¨ngeneffekte (“size-effects”). Fu¨r das Versta¨ndnis der Verfestigung
in solchen Dimensionen braucht man eine Theorie mit inneren La¨ngen. Damit kann
die pha¨nomenologische Plastizita¨t so verifiziert werden, daß sie die La¨ngeneffekte fu¨r
Proben im µm-Bereich erfassen kann. Der na¨chste Abschnitt bescha¨ftigt sich mit dem
Ausrechnen der Lie-Punkt Symmetrien von der Gl. (4.12) und der Variationssymme-
trien der Lagrangedichte (4.3). Aus den Symmetrien letzterer, wird man nach dem
Noetherschen Theorem wichtige Erhaltungssa¨tze gewinnen.
4.1 Lie-Punkt Symmetrien
Man mo¨chte die Lie-Gruppen angeben, die das Gleichungssytem (4.12) invariant lassen.
Der Raum der Variablen besteht aus den unabha¨ngigen ra¨umlichen Ortsvariablen x ∈
R
n und der zeitlichen Variable t ∈ R. Das vektorwertige Verschiebungsfeld u ist die
abha¨ngige Variable. Alle Variablen zusammen existieren in einem ho¨her-dimensionalen
Raum (x, t,u) ∈ Rn × R × Rp (in unserem Fall ist n = 3 und p = 3). Sei G die Lie-
Gruppe welche die Gl. (4.12) invariant la¨ßt. Die infinitesimale Transformationsgruppe
lautet
x′i = xi + εXi(x, t,u) + · · · , (4.18)
t′ = t+ ετ(x, t,u) + · · · , (4.19)
u′α = uα + εUα(x, t,u) + · · · , (4.20)
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wobei ε den Gruppenparameter darstellt. Fu¨r die einzelnen Indizes gilt i = 1, . . . , n
and α = 1, . . . , p. Mit dem Vektorfeld v von G










ist der infinitesimale Erzeuger gegeben. Man kann die zweite Prolongation von v be-
rechnen














U¯αi = Di(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xkuα,ki + τ u˙α,i, (4.24)
U¯αt = Dt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku˙α,k + τ u¨α, (4.25)
U¯αij = DiDj(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xkuα,kij + τ u˙α,ij , (4.26)
U¯αtt = DtDt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku¨α,k + τ
...
uα, (4.27)
die Ausdru¨cke fu¨r die ho¨heren Komponenten des zweiten Prolongationsvektorfeldes
(4.23) sind. Mit Hilfe der Charakteristik Quα
Quα = Uα −Xjuα,j − τ u˙α, (4.28)
von v, kann man die zweite Prolongation (4.23) folgendermaßen
pr(2)v = pr(2)vQ +XiDi + τDt, (4.29)



























Das infinitesimale Kriterium (2.134) ist jetzt folgendermaßen
pr(4)v(△) = 0, mit △= 0, (4.31)
anzuwenden. Der Operator pr(4)v bezeichnet dabei die Prolongation vierter Ordnung.
Angewandt auf die Euler-Lagrange Gln. (4.12), findet man aus dem Kriterium (4.31)
eine Bestimmungsgleichung fu¨r die Komponente Uα(x, t,u) des infinitesimalen Erzeu-
gers (4.22)
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Die Lo¨sung der Bestimmungsgleichung (4.32) liefert die Lie-Algebra der infinitesi-






























(Addition von Lo¨sungen), (4.38)
Die Funktion fi(x) stellt eine beliebige Lo¨sung von (4.12) dar. Wie schon im Ab-
schnitt 3.4.2 erwa¨hnt wurde, setzt sich der infinitesimale Operator der Drehungen v3
aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Anteil ist der Erzeuger des ra¨umlichen (orbita-
len) Drehimpulses. Der zweite Anteil erzeugt den inneren Drehimpuls. Das Vektorfeld
v4 ist der Erzeuger der Skalierung der abha¨ngigen Variablen. Im Gegensatz zur klassi-
schen Elastizita¨t, ist die Skalierung der unabha¨ngigen Variablen v = x∂x genauso wie
in der Elastizita¨t mit Mikrostruktur keine Symmetrie der Euler-Lagrange Gln. (4.12).
4.2 Erhaltungssa¨tze
Man hat im Kapitel 3, als man die mikromorphe Elastodynamik behandelte, gezeigt,
daß ein lokaler Erhaltungssatz fu¨r das Gleichungssystem △= 0 die allgemeine Form
DtA4 +DiAi = 0, (4.39)
besitzt. Ai ist dabei die vektorwertige Flußdichte and A4 beschreibt die Dichte einer
Gro¨ße die erhalten bleibt. Mit Hilfe des Gaußschen Theorems gelangt man aus dem






DtA4 dV = 0, (4.40)
mit ni als Einheitsnormale auf der Oberfla¨che S, die das Volumen V umschließt. Die
infinitesimale Bedingung (3.138) gilt hier weiterhin mit dem einzigen Unterschied, daß
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man jetzt die zweite Prolongation benutzen muß. Eine Lie-Punkt Symmetrie ist eine
Variationssymmetrie in der Gradientenelastizita¨t wenn folgendes
pr(2)v(L) + L (DiXi +Dtτ) = DiBi +DtB4, (4.41)
gilt. Setzt man die Prolongationsformel (4.29) in die Bedingung (4.41) ein, so erha¨lt
man die Beziehung
DiBi +DtB4 = pr


















Benutzt man die Gl. (4.43), so kann der erste Term auf der rechten Seite der

























Aus den Gln. (4.42) und (4.44) bekommt man unter Verwendung der Euler-Lagrange






















+ Lτ −B4. (4.46)
Schließlich bekommt man mit der Charakteristik (4.28) fu¨r die obigen Stro¨me
Ai = LXi +
(





























A4 = Lτ +
(





Die Translationsgruppe wirkt nur auf die unabha¨ngigen Variablen. Die Translation in
Raum und Zeit ist gegeben durch die folgenden Transformationen:
x′i = xi + εkδki, (4.49)
t′ = t+ ε4δ44, (4.50)
u′α = uα. (4.51)
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Die entsprechenden Erzeuger der infinitesimalen Transformation lauten
Xki = δki, τ = δ44, Uα = 0. (4.52)
Mit diesen ergeben sich die Stro¨me der Translation






























Setzt man in den Stro¨men (4.53)–(4.56) die Spannungen aus der Gl. (4.4) ein, dann
erha¨lt man




− uα,kj ταij , (4.57)
Pk := Ak4 = −uα,k pα, (4.58)




+ u˙α,j ταij , (4.59)
H := −A44 = u˙α pα − L. (4.60)
Fu¨r die Stro¨me (4.57)–(4.60) gelten die lokalen Erhaltungssa¨tze
DtPk − DiPki = 0, (4.61)
DtH−DiSi = 0. (4.62)
Die Gl. (4.61) stellt die Verallgemeinerung fu¨r den dynamichen Fall der Erhaltung des
Eshelbyschen Spannungstensors und des Vektors des Pseudoimpulses in der Gradiente-
nelastizita¨t dar. Die Gl. (4.62) ist der Energieerhaltungssatz der Gradientenelastizita¨t.
Mit Hilfe des Gaußchen-Satzes, ko¨nnen die globalen Erhaltungssa¨tze fu¨r den Impuls










Sini dS = 0, (4.64)











um. Die Gl. (4.65) hat die Form des ‘effektiven’ Eshelbyschen Spannungstensors der
Gradientenelastizita¨t. Diese Form findet man in den Arbeiten [103, 81, 100]. Werden
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alle Gradienteterme in den Gln. (4.57)–(4.60) vernachla¨ssigt, so findet man wieder die
Formeln fu¨r die Elastodynamik [65, 31]. Vernachla¨ssigt man den Term der kinetischen
Energie in der Lagrangedichte L, so stimmt Gl. (4.57) mit dem zum ersten Mal von
Eshelby [59, 93] angegebenen Ausdruck u¨berein. Somit findet man in der Gradienten-
elastizita¨t den statischen Eshelbyschen Spannungstensor [59, 93] wieder:




− uα,kj ταij . (4.66)




Pkini dS = 0. (4.67)
Es stellt das von der Elastizita¨t auf die Gradientenelastizita¨t verallgemeinerte Jk-
Integral dar. J1 bezeichnet man auch als Rice-Integral der Gradientenelastizita¨t. Es
wurde schon fru¨her von Chen und Georgiadis [92, 95] sowie von Georgiadis und Grent-
zelou [97] hergeleitet.
4.2.2 Rotationsstrom
Die dreidimensionale Rotationsgruppe SO(3) wirkt im Raum der unabha¨ngigen und
abha¨ngigen Variablen zugleich (siehe auch Gl. (4.35)). Ihre infinitesimale Wirkung ist
durch die Transformationen
x′i = xi + ǫkjixjεk, t
′ = t, u′α = uα + ǫkβαuβεk, (4.68)
gegeben. Daraus erha¨lt man leicht die infinitesimalen Erzeuger
Xik = ǫikjxj , τ = 0, Uαk = ǫαkβuβ. (4.69)
Mit diesen Erzeugern und mit Bi = B4 = 0 bekommt man aus den hergeleiteten




































welche, ausgedruckt mit Hilfe der Spannungen und Momentenspannungen (4.4), die
Form
Mki := −Aki = ǫkmj
(
xmPji + um [τji − Dlτjil] + um,lτjil + ul,mτlij
)
, (4.72)
Mk := Ak4 = ǫkmj
(




annehmen. Der TensorMki ist der totale Drehimpulstensor in der Gradientenelastizita¨t.








zusammen. Diese lauten im einzelnen
M
(o)










ki = ǫkmj ul,mτlij . (4.77)
Die Gro¨ße M
(o)
ki ist der orbitale Drehimpulstensor, und M
(i)
ki ist der innere Drehim-
pulstensor. Der Tensor M
(a)
ki stellt einen zusa¨tzlichen Drehimpulstensor, der in der
klassischen Elastizita¨tstheorie nicht existiert [98]. Er entsteht genauso wie der orbitale
Drehimpuls (4.75) aus der Rotationstransformation der unabha¨ngigen Variablen. Ver-
nachla¨ssigt man wie fu¨r den Fall der Translation alle Gradiententerme in den Gln. (4.72)
und (4.73), so ergibt sich auch fu¨r die Rotation die Formel der Elastodynamik [31]. Aus




um,i τji + ui,m τij + ul,mi τlij + um,li τjil + ui,ml τijl
)
= 0. (4.78)
Diese ist eine Erweiterung der Eshelbyschen Isotropiebedingung [59] fu¨r die Gradien-
tenelastizita¨t. Offensichtlich folgt diese immer aus der Isotropie des Materials. Somit
sind die Gl. (4.78) nur dann erfu¨llt, wenn das Material die Eigenschaft der Isotropie
besitzt. Mit den Materialgleichungen (4.9)–(4.11) kann gezeigt werden, daß die linke
Seite der Gl. (4.78) verschwindet. Der Erhaltungssatz des totalen Drehimpulstensors
und des Vektors des Pseudodrehimpules lautet
DtMk − DiMki = 0. (4.79)






DtMk dV = 0. (4.80)
Er ist eine Erhaltungsgro¨ße fu¨r ein isotropes Material. Fu¨r anisotrope Materialien ist
die Rotationssymmetrie gebrochen. Im Falle der Statik Mk = 0, erha¨lt man mit Pji





Dieses verschwindet fu¨r die isotrope Gradiententheorie. Es ist die Verallgemeinerung
vom Lk-Integral der klassischen Elastizita¨t im Fall der Gradientenelastizita¨t.
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4.2.3 Addition von Lo¨sungen
Diese Symmetrie ruhrt daher, daß die Euler-Lagrange Gln. linear sind und das Su-
perponieren von einzelnen Lo¨sungen auch eine Lo¨sung ist. Das Vektorfeld v5 ist der
Erzeuger dieser Divergenzsymmetrie. Die infinitesimalen Transformationen fu¨r diese
Symmetrie lauten
x′i = xi, (4.82)
t′ = t, (4.83)
u′α = uα + εfα. (4.84)
Dabei ist fα eine beliebige Lo¨sung der Bewegungsgln. (4.12). Die infinitesimale Erzeuger
der Addition von Lo¨sungen sind durch
Xi = 0, τ = 0, Uα = fα. (4.85)





− uj,k τjik(f ), (4.86)
B4 = uj pj(f ). (4.87)











A4 = fj pj(u)− uj pj(f ) (4.89)
angegeben werden. Genauso wie in der klassischen Elastizita¨t ist dies das Resultat
des Betti-Theorems [32]. Es resultiert aus der Linearita¨t des Systems (4.12). Fu¨r die
statische Gradientenelastizita¨t ist A4 gleich Null.
4.2.4 Skalierungsstrom
Im Gegensatz zur klassischen Elastizita¨t ist die Skalierungsgruppe weder eine Variati-
onssymmetrie noch eine Divergenzsymmetrie. Wie schon in der mikropolaren [76, 77]
und mikromorphen Elastizita¨t [79, 80] (siehe auch Kapitel 3), so kommen auch in
der Gradientenelastizita¨t innere La¨ngen (4.13) vor, welche die Skalierungsinvarianz des
Materialverhaltens brechen. Somit stellt die Skalierungssymmetrie in der Gradienten-
elastizita¨t ebenfalls eine gebrochene Variationssymmetrie. Die Skalierungsgruppe wirkt
in infinitesimaler Form auf die unabha¨ngigen und abha¨ngigen Variablen
x′i = (1 + ε)xi, t
′ = (1 + ε)t, u′α = (1 + ε du)uα, (4.90)
wobei du die Skalierungsdimension des Vektorfelds u angibt. Die Dimension des Vek-




, d = n+ 1. (4.91)
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Fu¨r den dynamischen Fall ist du = −1, da n = 3 ist. Im statischen Fall erha¨lt man
du = −1/2, da d = n = 3. Der infinitesimale Erzeuger ist durch
Xi = xi, τ = t, Uα = duuα. (4.92)























welche, wenn umgeschrieben mit Hilfe des Impulsvektors und Spannungstensors (4.4),
ihre endgu¨ltige Form
Yi := −Ai = xjPji − tSi + duuj [τji − Dlτjil] + (du − 1)uj,kτjik, (4.95)
Y := A4 = xjPj − tH + duuj pj , (4.96)
annehmen. Die Skalierungsstro¨me (4.95) und (4.96) stehen miteinander in folgender
Relation
DtY −DiYi = ui,jkτijk, (4.97)
d.h. Gl. (4.97) ist kein Erhaltungsatz, sondern eine Bilanzgleichung. Der Term ui,jkτijk
bricht also die Skalierungssymmetrie. Aus dem Divergenztheorem bekommt man die









Den vektorwertigen Skalierungsstrom fu¨r die Gradientenelastostatik bekommt man fu¨r
T = 0 aus den Gln. (4.93) und (4.95)















welches die Verallgemeinerung der klassischen Elastizita¨t fu¨r den Fall der Gradiente-
nelastizita¨t beschreibt. In der Gradientenelastostatik und Elastodynamik ist die Ska-
lierungssymmetrie wegen dem Auftreten von Spannungen ho¨herer Ordnung (Hyper-
spannungen, Momentenspannungen) gebrochen. Aus diesem Grund bekommt man im
Vergleich zur Translationssymmetrie und Rotationssymmetrie fu¨r die Skalierungssym-
metrie keinen Erhaltungssatz, sondern eine Bilanzgleichung.
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4.3 Bilanzgleichungen
Bis jetzt haben wir uns mit den Erhaltungssa¨tzen der homogenen Gradientenelastody-
namik ohne a¨ußeren Kraftquellen befasst. Wir mo¨chten nun die Bilanzgleichungen un-
tersuchen, welche fu¨r die nichthomogene Gradientenelastodynamik mit a¨ußeren Kraft-
quellen ergeben. Dazu postuliert man fu¨r die Lagrangedichte die Form
L = L(xi, uα, u˙α, uα,i, uα,ij). (4.101)
Aufgrund der Materialkraft (2.66) und der a¨ußeren Last (2.47) ist der Translations, Ro-
tations und Skalierungstrom gebrochen. Fu¨r die Translation nimmt die Bilanzgleichung
die Form
DtPk − DiPki = f
inh
k , (4.102)
an. Diese Bilanzgleichung ist gu¨ltig fu¨r die lineare, inhomogen anisotrope, Gradiente-
nelastodynamik. Unter Benutzung der Euler-Lagrange Gln. (4.12) erha¨lt man fu¨r die
Rotation die Bilanzgleichung
DtMk − DiMki = − ǫkjn
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Liegt ein isotropes Material vor, dann verschwinden die Terme in der ersten Klammer
auf der rechten Seite. Die andere Terme auf der rechten Seite sind die resultierende
vektorwertige Momente, die durch die Inhomogenita¨ten und a¨ußeren Volumenkra¨fte
erzeugt werden. Die Bilanzgleichung fu¨r die Skalierung lautet






Zu dem Term uα,jk ταjk der Gl. (4.97) bekommt man in der Gl. (4.104) zwei weitere
Quellterme auf der rechten Seite. Offensichtlich ha¨ngen sie mit der Arbeit der Inhomo-
genita¨tskraft f inhi und der a¨ußeren Kraft Fα zusammen.
Kapitel 5
Inkompatible Elastizita¨tstheorie
5.1 Defekte im Kristall
In einem idealen Kristallgitter befinden sich die Atome in einer regelma¨ßigen, peri-
odischen Anordnung. Beim Abweichen von dieser Atomanordnung begegnet man im
Aufbau eines realen Kristalls Gitterfehler (Defekte). Die Existenz dieser Defekte beein-
flußt entscheidend die mechanischen Eigenschaften eines kristallinen Festko¨rpers wie
z.B. seine Verformbarkeit, Za¨higkeit und Festigkeit. Manchmal werden sogar bewußt
Defekte in den Kristall eingebaut, um die erwu¨nschten magnetischen und elektrischen
Eigenschaften, wie sie z.B. in der Halbleitertechnologie beno¨tigt werden, zu erzielen.
Abha¨ngig von der Dimension des Gitterfehlers, spricht man von null, ein, zwei und
dreidimensionalen Defekten. Die Dimension wird durch den Raumbereich bestimmt,
in dem eine lokale Symmetriebrechung des idealen Atomgitters stattfindet. Dadurch
vera¨ndert sich die innere Gittergeometrie des Kristalls. Der Kristall an sich ist dann
kein Euklidischer Raum mehr.
Ein Punktfehler liegt dann vor, wenn ein Atom an einem Gitterplatz fehlt und da-
durch eine Leerstelle im Kristallgitter erzeugt. Eine andere Mo¨glichkeit ist die Platzein-
nahme eines regula¨ren Atoms im Gitter durch ein fremdes, Zwischengitteratom. Die
ra¨umliche Ausdehnung dieser Fehler hat die Dimension Null. Liniendefekte sind eindi-
mensionaler Natur. Man unterschiedet zwei Arten, na¨mlich jene, die lokal die Transla-
tionssymmetrie des Kristalls und solche die lokal die Rotationssymmetrie des Kristalls
unterbrechen. Zur ersten Art geho¨ren die Kristallversetzungen. Es gibt zwei Sorten,
die Schrauben und Stufenversetzung. Die zweite Art von Liniendefekten werden als
Kristalldisklinationen bezeichnet. Die Schrauben und Stufenversetzungen werden auch
nach dem Mathematiker V. Volterra als Volterra Distorsionen erster Art und die Diskli-
nationen als Volterra Distorsionen zweiter Art [110] benannt. In den Abbildungen 5.1
und 5.2 reproduziert aus [122] sieht man die Operationen (elementare distorsioni) an
einem Hohlzylinder, welche Volterra durchfu¨hrte, um die elementare Eigenspannungs-
zusta¨nde zu erkla¨ren. In den ersten drei Fa¨llen, entstehen die Volterra Distorsionen
dadurch, daß nach dem Aufschneiden des Zylinders die drei mo¨glichen, relativen Ver-
schiebungen der beiden Schnittufer ausgefu¨hrt werden. In dieser Position werden die
beiden Schnittuffer wieder miteinanderverklebt und die Kra¨fte, welche sie zu dieser
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Abbildung 5.1: Die Volterra Distorsionen 1.Art.
Abbildung 5.2: Die Volterra Distorsionen 2.Art.
Lage brachten entfernt. Die Pfeile geben entsprechend die Richtung der drei relati-
ven Verschiebungsvektoren bx, by und bz an. Bei den erten drei a, b, c Distorsionen ist
nur eine relative Verschiebung und keine Drehung der Schnittufer zugelassen. Man be-
kommt eine Versetzung in einem elastischen Kontinuum, indem man bei den Volterra
Zusta¨nden den Innenradius des Hohlzylinders immer kleiner werden la¨ßt. Die Verzer-
rungen und Spannungen steigen auf der Seite des Innenzylinders mit abnehmendem
Innenradius schnell an, bis es schließlich bei einem verschwindenden Innenradius zu
einer Singularita¨t auf der sogennanten Versetzungslinie kommt. Die Richtung dieser
Linie im Konitinuum wird durch den Tangentialvektor t beschrieben. Die beiden Vek-
toren b und t legen die Versetzung in einem Kontinuum fest. Die Distorsionen a und b
in der Abb. 5.1 dienen in einem realen Kristall zur Erzeugung einer Stufenversetzung.
Der Fall c stellt das Konstruktionsprinzip fu¨r eine Schraubenversetzung dar.
Sind zwei Kristallstu¨cke unterschiedlich orientiert, dann treffen sie sich entlang ei-
ner Ebene, die sogennante Korngrenze. Diese stellt einen zweidimensionalen Fehler im
Gitteraufbau dar. In einem Materiall, welches aus einer Kristallsorte A besteht und
an bestimmten Stellen durch ein Kristall einer anderen Sorte B oder einem amorphen
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Abbildung 5.3: Eine Stufen und Schraubenversetzung im Kristallgitter.
Ko¨rper ersetzt wird, kommt ein dreidimensionaler Gitterfehler mit der Bezeichnung
Ausscheidung vor.
In diesem Kapitel werden wir uns mit der Schrauben und Stufenversetzung befassen.
Die Abb. 5.3 zeigt diese zwei Sorten von Versetzungen im Kristallgitter. Wir mo¨chten
zur Veranschaulichung der Erzeugung einer Stufenversetzung und Schraubenversetzung
folgendes Gedankenexperiment fu¨hren. Man schneidet den Kristall entlang einer Fla¨che
S bis c.a. zur Mitte auf. Beim Auseinanderhalten beider Schnittufer fu¨gt man durch
Gleiten entlang des Schnittes eine Halbebene ein. Schließlich klebt man den Kristall
wieder zusammen und la¨ßt ihn relaxieren. Somit hat man eine Stufenversetzung im
Kritall erzeugt. Im Fall der Schraubenversetzung schiebt man keine Halbebene entlang
des Schnittes ein, sondern fu¨hrt um den Betrag eines Atomabstandes eine Scherung
beider Schnittufer parallel zur Schnittkante durch. Bei der Stufenversetzung gelangen
die ursprunglichen Schnittufer auseinander und bei der Schraubenversetzung gleiten sie
aufeinander. Die Halbebene endet im Kristall entlang einer geraden Linie, die Verset-
zungslinie heißt. Im Fall eines endlichen Festko¨rpers endet sie entweder an der freien
Oberfla¨che, oder sie kru¨mmt sich zwangsla¨ufig um eine geschlossene Linie innerhalb
diesem zu bilden.
Wie la¨ßt sich herausfinden ob in einem Kristall Versetzunglinien existieren? Um eine
Versetzung aufzuspu¨ren bietet sich die Moglichkeit mit Hilfe des Frankeschen Umlaufs
[111] (siehe Abb. 5.4). Frank verglich zwei von der Gitterstruktur identische Kristalle.
Der eine kam als ungesto¨rter, idealer Kristall vor und der andere war durch die An-
wesenheit einer Versetzung gesto¨rt. Ausgehend vom Punkt P ′ fu¨hrt man im gesto¨rten
Kristall einen im Uhrzeigersinn geschlossener Weg C ′ und bildet diesen anschließend
in den idealen versetzungsfreien Kristall ab. Ausgehend vom Punkt P wird der innere
Beobachter im idealen Kristall bei gleicher Anzahl von Schritten nicht in den Ausgangs-
punkt P ankommen, sondern in den um einen Atomabstand entfernt, zuru¨ckliegenden
Endpunkt Q. Es existiert ein Schließungsfehler. Er wird durch den wahren Burgers-
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Abbildung 5.4: Der Frankescher Umlauf um eine Stufenversetzung.
vektor b, welcher den Ausgangspunkt P mit dem Endpunkt Q verbindet, beschrieben.
Frank gab somit eine, fu¨r einen aus einzelnen diskreten Atomen aufgebauten Kristall,
angepasste Definition des Burgers Umlaufs und Burgersvektors, die fru¨her von Burgers
selbst fu¨r ein materielles Kontinuum angegeben worden war. Den Burgers Umlauf wer-
den wir im na¨chsten Abschnitt benutzen, wo wir uns mit dem kontinuumstheoretischen
Aspekt der Versetzugen befassen werden. Nimmt man sich wie in der Abb. 5.4 das ein-
fache kubischprimitive Gitter vor Augen, dann wird in einem kleinen Gebiet um die
Versetzungline die Translationssymmetrie des Kristalls zersto¨rt sein. Außerhalb dieses
Gebietes, wo der Defekt pra¨sent ist, bleibt sie weiterhin erhalten. Dieser Schließungs-
fehler, der durch einen Translationsvektor dargestellt wird, ist wie erwa¨hnt der Burgers-
vektor b. Im obigen Gedankenexperiment entspra¨che also u = b. Im allgemeinen kann
lokal aufgrund eines Gitterfehlers die Gesamtverschiebung u = b+Ω× r stattfinden.
Der erste Anteil ist die lokale Translation, die bei einer Schraube und Stufenversetzung
(Volterra Distorsion 1.Art) existiert und es gilt Ω = 0, da keine gegenseitige Drehung
der Schnittufer stattfindet. Fu¨r die “Disklination” (Volterra Distorsion 2.Art) gibt es
keine lokale Translation u = 0 aber dafu¨r eine lokale Drehung Ω 6= 0, d.h. der zweite
Anteil von u ist dann wichtig. Die Abb. 5.2 zeigt die mo¨glichen lokalen Drehungen die
es bei einem Hohlzylinder geben kann. Die Volterra Distorsion 2.Art kann in bestimm-
ten Fa¨llen aus einer speziellen Anordnung von Versetzungen erkla¨rt werden. Durch
das Anordnen von Stufenversetzungen gleichen Vorzeichens untereinander kann eine
Versetzungswand aufgebaut werden. Diese stellt dann eine singula¨re Fla¨che dar.
Je nach Gro¨ßenordnung der lokalen Sto¨rung (z.b. Anzahl der eingeschobenen Halb-
ebenen fu¨r die Stufenversetzung!) kann der Burgersvektor u = nR ein ganzes vielfa-
ches des Bravaisgittervektors R betragen. Man spricht dann auch von vollsta¨ndigen
Versetzungen. Die Korngrenzen werden durch unvollsta¨ndige Versetzungen begrenzt.
In diesem Fall ist n halbzahlig. Der Burgersvektor b und der, an der Versetzungslinie
tangentiale Linienvektor t spannen die Gleitebene auf. Auf dieser spielt sich die Be-
wegung der Versetzung ab. Bei Stufenversetzungen kann es außer einer Gleitbewegung
auch eine Kletterbewegung stattfinden. Die Versetzungen erzeugen um ihre Linie eine
elastische Deformation und rufen somit ein Eigenspannungsfeld im Material hervor,
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ohne daß das Wirken einer Kraft von außerhalb notwendig wa¨re. Wird aber zusa¨tzlich
von außen eine Scherspannung an den Kristall angelegt, dann wird die elastische Defor-
mation um den Versetzungskern zunehmen, bis bei U¨berschreitung einer bestimmten
Grenzspannung, ein Wandern der Versetzungen entlang der Gleitebenen einzusetzen
beginnt. Dieser Vorgang wird sich solange fortsetzen, bis diese schließlich auf bestimm-
te Hindernisse wie Korngrenzen steckenbleiben oder aber durch ein freies Fortbewegen
an die Oberfla¨che des Kristalls gelangen. Bei diesem Bewegungsmechanismus werden
die Teile des Kristalls gegenseitig verschoben bis es unter einer weiteren Beanspruchung
zu einem Bruch kommt.
5.2 Kinematik
In der klassischen statischen Elastizita¨tstheorie wird eine kompatible Deformation mit
Hilfe der folgenden Gleichungen behandelt
τij,j = Fi, (5.1)
ǫikmǫjln emn,kl = 0, (5.2)
τij = Cijkl ekl. (5.3)
Die Gleichgewichtsbilanzgleichung (5.1) zusammen mit der St. Venantschen Vertra¨glich-
keitsbedingung (5.2) und dem Hookeschen Gesetz (5.3) der Elastizita¨t fu¨r einen belie-
bigen, linearen, elastischen Ko¨rper bilden die Gleichungen, aus denen man die Verschie-
bungen, Verzerrungen und Spannungen in jedem materiellen Punkt ausrechnen kann,
wenn die a¨ußeren Kra¨fte Fi bekannt sind. Im Kapitel 2 hat man die elastische Distor-
sion additiv in ihren symmetrischen und antisymmetrischen Anteil zerlegt (2.16). Die
elastische Verzerrung (2.14) ist der symmetrische Anteil des Verschiebungsfeldes und
man schreibt sie auch in symbolischer Form als Deformator eines Vektorfeldes
e = defu. (5.4)
Zuerst wird mit Hilfe der Gradienten-Operation aus dem Verschiebungsfeld ein Ten-
sorfeld erzeugt und anschließend symmetrisiert. Liegt eine inkompatible Deformation
vor, dann ist die St. Venantschen Vertra¨glichkeitsbedingung (5.2) verletzt. Wenn in
einem Medium Versetzungen in der Gitterstruktur existieren, dann werden zusa¨tzliche
kinematische Gro¨ßen eingefu¨hrt. Bei kleinen Deformationen kann die totale Verzerrung
additiv in zwei Anteile, einen elastischen und einen plastischen zerlegt werden
eTij = eij + e
P
ij . (5.5)
Die beiden Anteile sind inkompatibel, nur die totale Verzerrung kann als Deformator
des Verschiebungsfeldes angegeben werden
eT = defu. (5.6)
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Das Maß der Inkompatibilita¨t kann man mit Hilfe der ink Operation bekommen.
Sie stellt eine von links und rechts ausgefu¨hrten Rotation auf einen Tensor 2. Stufe dar
[112]:
ink := ∇× ()×∇. (5.7)
Fu¨r die totale Verzerrung, die jetzt die Rolle der elastischen Verzerung des kompatiblen
Falls u¨bernimmt und den Deformator des Verschiebungsfeldes darstellt, ist dieses Maß
gleich Null aufgrund der bekannten Identita¨t aus der Vektoranalysis
rot grad ≡ 0, (5.8)
die in unserem Fall eigentlich
ink def ≡ 0 (5.9)
heißt. Die ink Operation kann auf die Gleichung (5.5) angewandt werden und dies
liefert
0 = inkeT = inke+ inkeP. (5.10)
Das Maß der inkompatiblen elastischen und plastischen Verzerrung wollen wir mit
η bezeichnen. Dieses ist definiert als [112]
η := inke = −inkeP. (5.11)
Wegen der Definition von η und einer anderen Identita¨t aus der Vektoranalysis
div rot ≡ 0, (5.12)
gilt entsprechend
div ink ≡ 0. (5.13)
Alles was bisher u¨ber die Zerlegung der totalen Verzerrung eTij besprochen wurde,
gilt auch fu¨r das totale Rotationsfeld ωTij = ωij + ω
P
ij, d.h. fu¨r den antisymmetrischen






auch fu¨r die totale Distorsion
βTij = βij + β
P
ij, (5.15)
die als Gradient des Verschiebungsfeldes definiert ist
βTij = ui,j. (5.16)
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Man wendet die Operation der Rotation auf Gl. (5.15) von rechts an und erha¨lt
0 = rotβT = rotβ + rotβP. (5.17)
Diesmal wird als Gro¨ße fu¨r die inkompatible Deformation des Materials der Tensor der
Versetzungsdichte α eingefu¨hrt [112]
α := −rotβP = rotβ, αij := ǫjkl βil,k, (5.18)
welcher eine Inkompatibilita¨tsbedingung erster Ordnung in differentieller Form dar-
stellt. Aus dieser Defintion ist abzulesen, daß in einem endlichen Material wo nur Ver-
setzungen als Defekte existieren, die Versetzungslinien geschlossen seien mu¨ssen und
im Inneren des Mediums nicht aufho¨ren du¨rfen. Der mathematische Ausdruck fu¨r diese
Tatsache lautet
αij,j = 0. (5.19)
Die Gl. (5.19) wird als Bianchi Identita¨t bezeichnet. Aus der Gl. (5.18) zusammen mit






Dabei hat man folgende Tensoren [112]
Kij = αji −
1
2
αkk δij , K
ω
ij = ωi,j, K
e
ij = ǫikl ejl,k, (5.21)
eingefu¨hrt (siehe Anhang, Gl. (A.5) und Gl. (A.6)).
Wir haben bislang zwei Mo¨glichkeiten gesehen die Inkompatibilita¨tsbedingung in
differentieller Form auszudru¨cken, na¨mlich die Gln. (5.11) und (5.18). Zwischen beiden
kann ein Zusammenhang hergestellt werden. Wendet man den rot-Operator von links
auf die Gl. (5.18) und symmetriesiert anschließend, dann bekommt man als Ergebnis
den Inkompatibilita¨tstensor η. Aus Gleichung (5.18) kann mit Hilfe des Stokeschen






β dr = b. (5.22)
geschrieben werden. Wird das Verschiebungsfeld entlang eines geschlossenen Umlaufs
C um die Versetzungslinie integriert, so erfa¨hrt dieses einen Sprung um den Betrag |b|
in eine Richtung senkrecht zur Versetzunglinie (Stufenversetzung) oder parallel dazu
(Schraubenversetzung). Dieser ha¨ngt nicht von der Gro¨ße und Form des geschlossenen
Umlaufs C ab, sondern nur von der Anzahl der Versetzungen, die er umschließt. Der
Burgersvektor b und die durch t angegebene Versetzungslinienrichtung ist die no¨tige
Information, um eine Versetzung zu definieren.
Stellt man sich eine kontinuierliche Verteilung von Versetzungen in einem Kontinu-
um vor, dann kann db als der resultierende Burgersvektor infinitesimaler Sta¨rke aller
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durch das Fla¨chenelement dS verlaufende Versetzungslinien interpretiert werden. Lokal
gilt also der Zusammenhang
dbi = αij dSj , (5.23)





sich der Burgersvektor ergibt. Somit bekommt man auch ein Versta¨ndnis fu¨r αij als
die Dichte der Versetzungslinien. Der erste Index gibt die Richtung des Burgersvektors
bi an, wa¨hrend der zweite Index die mittlere Richtung aller, das Fla¨cheelement dS
durchstoßende Versetzungen kennzeichnet. Die diagonale Komponenten von αij mit
b||t beschreiben Schraubenversetzungen und die nichtdiagonale Komponenten mit b⊥t
sind fu¨r die Stufenversetzungen relevant.
Betrachtet man eine inkompatible Deformation und werden die a¨ußeren Kra¨fte in
der Gleichgewichtbilanz (5.1) zu Null Fi = 0 gesetzt, dann spricht man von einem














ins Materialgesetz (5.3) ein und benutzt dieses anschließend fu¨r die Gleichgewichtbi-
lanz (5.1), dann bekommt man drei Gleichungen fu¨r das Verschiebungsfeld ui






wenn die plastische Distorsion βPij als gegeben vorausgesetzt wird. Fu¨r ein linear isotro-
pes Kontinuum mit dem Hookeschen Tensor (2.31) ergeben sich die inhomogene Navier
Gln.







Diese kann man mit der Methode der Fourier Transformation lo¨sen. Das ist die Vor-
gehensweise fu¨r die Lo¨sung der Gln. (5.1)–(5.3) in der klassischen Elastizita¨tstheorie.
Die ausgerechneten Spannungen werden singula¨r auf der Versetzungslinie, und sind
nur außerhalb eines bestimmten Gebietes, welches den Einfluß des Versetzungskernes
auf die elastische Deformation beschreibt, gu¨ltig. Sie liefern also ein richtiges Fernfeld.
Es stellt sich nun die Frage, nach einer Theorie, die physikalisch sinnvolle Resultate
hervorsagt, d.h einerseits die klassische Fernfeldlo¨sung reproduziert und andererseits
eine richtige regula¨re Lo¨sung innerhalb des Kerngebietes liefert. Weiterhin weiß man
z.B., daß eine Stufenversetzung fu¨r die Biegung des Kristallgitters verantwortlich sei,
was darauf hinweist, daß auch Momentenspannungen pra¨sent sein sollten. Im na¨chsten
Abschnitt wird gezeigt, daß es diese Theorie tatsa¨chlich gibt und sie mit dem Namen
Eichfeldtheorie der Versetzungen verbunden ist.
Kapitel 6
Eichfeldtheorie der Versetzungen
Bei einer kompatiblen Deformation eines homogenen isotropen Festko¨rpers, ha¨ngt die
elastisch gespeicherte Energie nur von der Distorsion ab, die dieser erleidet. Aus der
Definition von βij = ui,j als Gradient des Verschiebungsfeldes ergibt sich folgende
Symmetrie
W (β′) =W (β), β ′ij = βij , u
′
i = ui − f˜i, (6.1)
mit f˜ ∈ R3 einen u¨berall im Material konstanten Translationsvektor. Erfa¨hrt jeder
materieller Punkt die gleiche, globale Translation, so bleibt seine elastisch gespeicher-
te Energie erhalten. Wirkt durchgehend im Material in jedem materiellen Punkt eine
konstante globale Rotation u′i = Rij uj, mit Rji = R
−1
ij = const., so vera¨ndert sich
die elastisch gespeicherte Energie im Kontinuum ebenfalls nicht. Die aus einer kon-
stanten Translation und Rotation ergebende Euklidische Gruppe beschreibt somit die
Isometriegruppe der Elastizita¨t, da bei der Verschiebung
u′i = Rij uj − f˜i, (6.2)
die Absta¨nde zwischen den materiellen Punkten des Kontinuums unvera¨ndert bleiben.
Der Erhaltungsstrom dieser inneren Symmetrie sind die Euler-Lagrange Gln. der kom-
patiblen Elastizita¨t.
La¨ßt man eine Translation zu, die in jedem materiellen Punkt einen anderen Betrag
haben kann, also eine lokale Translation f˜ (x), dann geht die Invarianz der elastischen
Distorsion und somit der potentiellen Energie verloren
W (β′) 6=W (β), β ′ij = βij − f˜i,j, u
′
i(xk) = ui(xk)− f˜i(xk). (6.3)
Offenbar ist die Transformation (6.3) keine innere Symmetrie mehr fu¨r den elasti-
schen Ko¨rper. Die Symmetrie kann wieder hergestellt werden, indem man ein neues Feld
φ einfu¨hrt, um den Sto¨rungsterm f˜i,j aufzuheben. Dabei hat φ sich folgendermaßen
φ′ij = φij + f˜i,j, (6.4)
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zu transformieren. Das Feld φ heißt Eichpotential und transformiert sich nach Gl. (6.4)
inhomogen. Die eichinvariante Gro¨ße kann durch die minimale Kopplung
β ′ij = βij = ∇jui := ui,j + φij, (6.5)
erhalten werden. Dabei ist ∇j die kovariante Ableitung bezu¨glich der Translationsgrup-




ein, so ergibt sich die Invarianz der elastischen Distorsion eines Materials mit Verset-
zungen
β ′ij = βij = ui,j − β
P
ij . (6.7)
Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir fu¨r das Eichpotential weiterhin die Be-
zeichnung φ benutzen. Man beha¨lt im Hinterkopf, daß es sich dabei um die negative
plastische Distorsion handelt. Die inkompatible Distorsion kann als minimale Kopp-
lung (6.7) der kompatiblen Distorsion βij = ui,j durch eine Eichtheorie der Translati-
onsgruppe verstanden werden. Durch die Einfu¨hrung dieses Eichpotentials beschreibt
jetzt W die potentielle Energie eines inkompatiblen Materials. Die Forderung einer Ei-
chinvarianz bezu¨glich der Translationsgruppe fu¨hrt also auf Wechselwirkungsterme der
Versetzung mit dem Medium. Um die Eichfeldtheorie zu vervollsta¨ndigen, fu¨hrt man
zusa¨tzlich zur inkompatiblen Distorsion die Eichfeldsta¨rke der Translation
Tijk := φik,j − φij,k, Tijk := βik,j − βij,k, (6.8)
ein, welche differentialgeometrisch die Torsion beschreibt. Die Torsion wurde von Elie
Cartan [46] im Jahr 1922 in die Differentialgeometrie als der antisymmetrische Anteil
einer affinen Konnektion im linearen Raum eingefu¨hrt (siehe Anhang, Gl. (A.16)). Kon-
do [41, 42], Bilby, Bullough und Smith [43, 44] und Kro¨ner [45] erkannten unabha¨ngig
voneinander, daß es einen Zusammenhang zwischen einer nicht-Euklidischen Geome-
trie und den geometrischen Problemen der Plastizita¨t gibt. Es stellte sich heraus, daß
die Torsion das passende mathematische Werkzeug zur Beschreibung einer Versetzung
im Kristall darstellt. Anwendungen dieser differentialgeometrischen Gro¨ße finden sich
auch in einer erweiterten allgemeinen Relativita¨tstheorie, die außer der Massenvertei-
lung noch einen mit dieser Gro¨ße verbundenen Spin beru¨cksichtigt [115].
Die beiden Indizes j, k der Torsion Tijk geben die Ebene an, in welcher der Umlauf
um einer Versetzung stattfindet. Der Index i gibt dann die Translationsverschiebung
(Burgers Vektor), die man bei der Umkreisung der Versetzung erleidet. Liegt die Ver-
setzungslinie einer Schrauben und Stufenversetzung entlang der z-Achse, so wird bei
der Umkreisung der Versetzungslinie in der xy-Ebene im ersten Fall eine Tzxy Kompo-
nente geben. Im zweiten Fall kann es zu einer Txxy oder Tyxy Komponente kommen, je
nachdem ob die Translationsverschiebung (Burgers-Vektor) in die x oder y-Richtung
jeweils stattfindet. Die Torsion ist die zusta¨ndige kinematische Gro¨ße fu¨r das statische
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Versetzungsfeld. Sie ist in den letzten zwei Indizes antisymmetrisch und steht mit dem
Versetzungsdichtetensor αij folgendermaßen




im Zusammenhang (siehe Anhang, Gl. (A.18)). Die kanonisch konjugierte Gro¨ße zur
Torsion Tijk ist die Hyperspannung Hijk. Diese beinhaltet auch Momentenspannungen
H[ij]k, derren Quelle der antisymmetrische Anteil der Spannungen σ[ij] ist. Da wir zu
einer dynamischen Eichtheorie der Versetzungen gelangen wollen, erweitern wir das
Konzept der lokalen ra¨umlichen Translation. Wir lassen also zu, daß f˜ (x, t) noch von
der Zeit abha¨ngt. Fu¨r die kinetische Energie bekommt man ebenfalls einen Symmetrie-
bruch
T (v′i) 6= T (vi), v
′
i = vi −
˙˜fi, vi = u˙i. (6.10)
Diesmal fu¨hren wir zur Restauration der Symmetrie ein dynamisches Eichpotential ϕ
ein, das sich folgendermaßen transformiert
ϕ′i = ϕi +
˙˜fi. (6.11)
Die neue eichinvariante Gro¨ße bekommt folgende Gestalt
v′i = vi = ∇tui := u˙i + ϕi. (6.12)
Genau wie die elastische Distorsion (6.6), stellt das elastische Geschwindigkeitsfeld
v′i = vi = u˙i − v
P
i (6.13)




mit dem negativen plastischen Geschwindigkeitsanteil identifiziert. Wir werden imWei-
teren fu¨r das dynamische Eichpotential die Bezeichung ϕ behalten. Aus den Eichpo-
tentialen φ,ϕ ergibt sich eine zweite Feldsta¨rke, die Versetzungsstromdichte
Iij := −ϕi,j + φ˙ij, (6.15)
die auch in den eichinvarianten Gro¨ßen βij, vi
Iij := −vi,j + β˙ij, (6.16)
formuliert werden kann [52]. Diese ist die zweite kinematische Gro¨ße, verantwortlich
fu¨r die Dynamik des Versetzungsfeldes. Im Falle der dynamischen Versetzungstheorie
bekommt man zusa¨tzlich zu (5.19) noch eine weitere Bianchi Identita¨t
T˙ijk + 2Ii[j,k] = 0. (6.17)
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Mit Gl. (6.9) beschreibt diese die lokale Erhaltungsgleichung fu¨r den Versetzungsdichte-
tensor. Aus einer Fla¨chenintegration bekommt man die Erhaltung des Burgers Vektors
als globale Erhaltungsgro¨ße. Die lokale Translation von ui zusammen mit den Glei-
chungen (6.4), (6.11) fu¨r das Transformationsverhalten von (φ,ϕ) liefern also die vier
folgenden eichinvarianten kinematischen Gro¨ßen
I ′ij = Iij, T
′
ijk = Tijk, β
′
ij = βij , v
′
i = vi. (6.18)









Diese beschreibt die kinetische und potentielle Energie eines elastischen Kontinuums,
welches mit den vorhandenen Versetzungen wechselwirken kann. Die Versetzungskern-








gegeben. Die gesamte Lagrangedichte fu¨r das Variationsprinzip lautet
L(β,T ,v, I) = Lep + Lve. (6.21)
Mit dieser Lagrangedichte und der Bedingung, daß das Wirkungsintegral bezuglich
der Variation nach den Feldvariablen (ui, ϕi, φij) minimal wird, ergeben sich folgende
Euler-Lagrange Gln.
E ui (L) = Dtpi −Djσij = 0, (6.22)
E ϕi (L) = DjDij + pi = 0, (6.23)
E φij (L) = DtDij +DkHijk + σij = 0. (6.24)





























+ . . . . (6.26)





, Hijk := −2
∂L
∂Tijk







Das Gleichungssystem (6.22)–(6.24) hat eine analoge Struktur zu den Maxwell Glei-
chungen der Elektrodynamik. Fu¨r einen mehr formalen Zugang als Einfu¨hrung in die
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Eichfeldtheorie der Versetzungen siehe auch [117]. Die Gln. (6.22)–(6.24) beschreiben
das dynamische Verhalten der Versetzungen in einem Material, dessen materielle Punk-
te unter Spannungen stehen. Einerseits treiben die Spannungen die Versetzungen und
andererseits erzeugt derren eigene Bewegung einen Fluß der materiellen Punkte in
die entgegengesetzte Richtung. Es besteht eine dynamische Wechselwirkung zwischen
den Versetzungen und dem Material in dem sie sich befinden. Die Gl. (6.22) stellt
die Impulsbilanz dar. Sie ist auch die Integrabilita¨tsbedingung fu¨r die Bilanzgleichun-
gen (6.23), (6.24) der Versetzungen. Wendet man na¨mlich den Differentialoperator Dt
auf Gl. (6.23) und Dj auf Gl. (6.24) und subtrahiert anschließend das Ergebnis der
letzten von der ersten Gleichung, ergibt sich die Impulsbilanzgleichung als Integrabi-
lita¨tsbedingung. Diese Gleichung u¨bernimmt die Rolle der Ladungserhaltung in der
elektromagnetischen Feldtheorie. Wir mo¨chten in dieser Arbeit das allgemeinste linea-
re Materialgesetz fu¨r ein homogenes, isotropes Kontinuum wa¨hlen. Dies liefert folgende
Ausdru¨cke fu¨r den Impuls, die Spannungen, die Hyperspannungen und den Impuls des
Versetzungsstromes
pi = ρvi, (6.28)
σij = λδijβkk + µ(βij + βji) + γ(βij − βji), (6.29)
Hijk = c1Tijk + c2(Tjki + Tkij) + c3(δijTllk + δikTljl), (6.30)
Dij = d1δijIkk + d2(Iij + Iji) + d3(Iij − Iji). (6.31)
Man achte darauf, daß die Spannungen in diesem Fall asymmetrischer Natur sind. Im
Vergleich zum symmetrischen Cauchyschen Spannungstensor (2.30) der konventionel-
len Elastizita¨tstheorie leistet in der Materialgleichung (6.29) durch das Auftreten des
Drehmoduls γ die elastischen Rotation ωij = β[ij] auch einen Beitrag. Die Spannungen
dienen im Kontinuum als Quelle fu¨r das Auftreten von Hyperspannungen. Dies wird
in der Gl. (6.24) ersichtlich. Ebenso besagt Gl. (6.23), daß der Impuls der materiellen
Punkte als Antrieb fu¨r den Impuls der Versetzungen verstanden werden kann. Wa¨hlt
man die Relationen (6.28)–(6.31) als Materialgleichungen, dann sieht man sofort eine
Verallgemeinerung der bisher bekannten Beziehungen fu¨r die Cauchyschen und Mo-
mentenspannungen. Durch das Zufu¨gen der zusa¨tlichen Konstanten γ, c2, c3 fu¨r den
statischen und d1, d2, d3 fu¨r den dynamischen Fall, gelangt man also zu der Eichtheo-
rie der Versetzungen fu¨r ein homogenes, isotropes Medium. Es wird gezeigt, wie die
Materialgleichung (6.30) fu¨r die Hyperspannungen zustande kommt. Dazu wa¨hlt man
Hijk = DijklmnTlmn. (6.32)
Der Materialtensor sechster Stufe Dijklmn hat fu¨r ein isotropes Material folgende Ge-
stalt
Dijklmn = A1 δilδjmδkn + A2 δilδjnδkm + A3 δilδjkδmn + A4 δinδjmδkl
+ A5 δinδjlδkm + A6 δinδjkδlm + A7 δijδklδmn + A8 δijδknδlm
+ A9 δijδkmδln + A10 δikδjlδmn + A11 δikδjmδln + A12 δikδjnδlm
+ A13 δimδjnδkl + A14 δimδjkδln + A15 δimδjlδkn (6.33)
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mit den zusa¨tzlichen Eigenschaften
Dijklmn = Dlmnijk = −Dikjlmn = −Dijklnm = Dimnljk. (6.34)
Somit ergibt sich fu¨r den Tensor Hijk der Hyperspannungen
Hijk = DijklmnTlmn = A1 Tijk + A2 Tikj + A3 δjkTimn + A4 Tkji
+ A5 Tjki + A6 δjkTlli + A7 δijTkmm + A8 δijTllk
+ A9 δijTlkl + A10 δikTjmm + A11 δikTljl + A12 δikTllj
+ A13 Tkij + A14 δjkTlil + A15 Tjik. (6.35)
Aus der Antisymmetrie in den Indizes j, k sieht man, daß A3 = A6 = A14 = 0, sein
muß, da δjk = δkj gilt. Dazu kommen noch die Beziehungen A2 = −A1, A4 = −A5,
A10 = −A7, A11 = −A9, A12 = −A8 und A15 = −A13. Mit dieser Information fu¨r die
Materialkonstanten bekommt man die Materialgleichung (6.30) wenn noch
A1 = c1, A5 + A13 = c2, A8 −A9 = c3 (6.36)
fu¨r die u¨brig gebliebenen Konstanten gesetzt wird.
Die Materialgesetze fu¨r die Spannungen (6.29), Hyperspannungen (6.30) und fu¨r
den Impuls des Versetzungsstromes (6.31) stellen keine irreduzible Zerlegung dar. Die
irreduzible Zerlegung des Cauchyschen Spannungstensors (2.34) vera¨ndert sich fu¨r den
















Anstelle des Verzerrungstensors eij geht jetzt als kinematische Gro¨ße die gesamte Dis-
torsion βij in die Materialgleichung (6.37) ein. Der asymmetrische Spannungstensor σij
setzt sich aus drei unabha¨ngigen Distorsionsanteilen









zusammen. Der erste Term σ1ij ist symmetrisch und spurlos und beschreibt die Span-
nungen aufgrund einer reinen Deformation ohne Volumena¨nderung. Der zweite Term
σ2ij fehlt in dem Cauchyschen Spannungstensor (2.34) und ist fu¨r die Asymmetrie des
Spannungstensors σij verantwortlich. Er ist antisymmetrisch und gibt die Erzeugung
von Spannungen aufgrund einer lokalen relativen elastischen Drehung des materiellen
Punktes. Der dritte Term σ3ij in der irreduziblen Zerlegung (6.37) des Spannungstensors
gibt die Reaktion des Kontinuums auf eine Volumendilatation. Mit der Zerlegung (6.37)
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bekommt man aus der positiven Definitheit Wel =
1
2
σijβij ≥ 0 der elastischen Verzer-
rungsenergie (siehe auch [52])
3λ+ 2µ ≥ 0, µ ≥ 0, γ ≥ 0. (6.41)
Die erste Ungleichung von (6.41) kann auch mit Hilfe der Poissonschen Querkontrak-
tionszahl ν geschrieben werden (2.39). Zu den ersten zwei Ungleichungen, welche sich
auch fu¨r die positive Definitheit mit dem symmetrischen Cauchyschen Spannungstensor
τij ergaben (2.38), kommt noch die Bedingung fu¨r den Drehmodul γ hinzu. Wegen der
Antisymmetrie der Torsion Tijk und der Hyperspannungen Hijk in den letzten zwei Indi-
zes j und k, la¨ßt sich aus der Beziehung (6.9) eine entsprechende Relation zwischen dem





ǫjklHikl, Hikl = ǫkljHij , (6.42)
angeben. Damit kann das Materialgesetz (6.30) in ein solches zwischen den Gro¨ßen Hij
und αij u¨berfu¨hrt werden. Dabei wird die zweite Relation von Gl. (6.42) und Gl. (6.9) in
das Materialgesetz (6.30) eingesetzt und anschließend verju¨ngt. Als Ergebnis bekommt








= a1 (α(ij) −
1
3




mit den irreduziblen Parametern
a1 = c1 − c2, a2 = c1 − c2 + 2c3, a3 = c1 + 2c2. (6.44)
Dieses setzt sich ebenfalls aus den drei folgenden unabha¨ngigen Anteilen









zusammen und wurde von Lazar [10] in der Eichfeldtheorie der Versetzungen benutzt.
Die Bezeichnungen fu¨r die drei irreduziblen Anteile gehen auf Hehl [116] zuru¨ck. Fu¨r







Hijαij ≥ 0 (6.48)
muß immer
a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, a3 ≥ 0, (6.49)
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erfu¨llt sein.
Setzt man die Konstitutivgleichungen (6.28)–(6.31) unter Beru¨cksichtigung der Gln.
(6.5), (6.8), (6.12) und (6.15) ins Gleichungssystem (6.22)–(6.24) ein, so ergibt sich ein
geschlossenes Gleichungssystem von 15 gekoppelten linearen partiellen Differentialgl.
∆ ≡ (∆1, . . . ,∆15) = 0 fu¨r die unbekannten Feldvariablen ui, φij, ϕi
ρ(u¨i + ϕ˙i)− λδij(uk,kj + φkk,j)
− µ(ui,jj + uj,ji + φij,j + φji,j)− γ(ui,jj − uj,ij + φij,j − φji,j) = 0, (6.50)
ρ(u˙i + ϕi)− d1δij(ϕl,lj − φ˙ll,j)
− d2(ϕi,jj − φ˙ij,j + ϕj,ji − φ˙ji,j)− d3(ϕi,jj − φ˙ij,j − ϕj,ji + φ˙ji,j) = 0, (6.51)
− d1δij(ϕ˙l,l − φ¨ll)− d2(ϕ˙i,j − φ¨ij + ϕ˙j,i − φ¨ji)− d3(ϕ˙i,j − φ¨ij − ϕ˙j,i + φ¨ji)
+ c1(φik,jk − φij,kk) + c2(φji,kk − φjk,ik + φkj,ik − φki,jk) + c3
[
δij(φlk,lk − φll,kk)
+ (φll,ji − φlj,li)
]
+ λδij(ul,l + φll) + µ(ui,j + uj,i + φij + φji)
+ γ(ui,j − uj,i + φij − φji) = 0. (6.52)
6.1 Lie-Punkt Symmetrien
In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den infinitesimalen kontinuierlichen Transfor-
mationen befassen, die das Gleichungsystem (6.50)–(6.52) invariant lassen. Diese Trans-
formationen wirken auf die unabha¨ngigen (t,x) und abha¨ngigen Variablen (u,φ,ϕ)
und bilden eine Lie-Gruppe G, die das Gleichungssystem (6.50)–(6.52) invariant la¨ßt.
Die infinitesimale Gruppen-Wirkung hat fu¨r die unabha¨ngigen (t,x) und abha¨ngigen
Variablen (u,φ,ϕ) folgende Gestalt
x′i = xi + εXi(x, t,u,ϕ,φ) + · · · (6.53)
t′ = t+ ετ(x, t,u,ϕ,φ) + · · · (6.54)
u′α = uα + εUα(x, t,u,ϕ,φ) + · · · (6.55)
ϕ′α = ϕα + εΨα(x, t,u,ϕ,φ) + · · · (6.56)
φ′αβ = φαβ + εΦαβ(x, t,u,ϕ,φ) + · · · . (6.57)
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konstruieren. Da das zu untersuchende Gleichungssystem zweiter Ordnung ist, beno¨tigt
man fu¨r das Berechnen der Lie-Symmetrien die zweite Prolongation
pr(2)v = v + a+ b+ c. (6.64)


















































U¯αi = Di(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xkuα,ki + τ u˙α,i, (6.68)
U¯αt = Dt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku˙α,k + τ u¨α, (6.69)
U¯αij = DiDj(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xkuα,kij + τ u˙α,ij , (6.70)
U¯αit = DiDt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku˙α,ki + τ u¨α,i, (6.71)
U¯αtt = DtDt(Uα −Xkuα,k − τ u˙α) +Xku¨α,k + τ
...
uα, (6.72)
und entsprechend gleiche Ausdru¨cke fu¨r die Erzeugenden der Prolongationsfelder b
und c. Fu¨r das Feld b ist Uα, uα durch Ψα, ϕα und fu¨r c durch Φαβ , φαβ mit den
entsprechenden ho¨heren Ableitungen erster, zweiter und dritter Ordnung in den For-
meln (6.68)–(6.72) zu ersetzen. Wendet man das infinitesimale Kriterium (2.134) mit
dem Vektorfeld (6.63) auf das System (6.50)–(6.52) an, dann ergeben sich fu¨r die Kom-
ponenten von v folgende Bestimmungsgleichungen
ρ(U¯itt + Ψ¯it)− λδij(U¯kkj + Φ¯kkj)− µ(U¯ijj + U¯jji + Φ¯ijj + Φ¯jji)




ρ(U¯it + Ψ¯i)− d1δij(Ψ¯llj − Φ¯lljt)− d2(Ψ¯ijj − Φ¯ijjt + Ψ¯jji − Φ¯jijt)




− d1δij(Ψ¯llt − Φ¯lltt)− d2(Ψ¯ijt − Φ¯ijtt + Ψ¯jit − Φ¯jitt)− d3(Ψ¯ijt − Φ¯ijtt − Ψ¯jit + Φ¯jitt)
+ c1(Φ¯ikjk − Φ¯ijkk) + c2(Φ¯jikk − Φ¯jkik + Φ¯kjik − Φ¯kijk)
+ c3
[
δij(Φ¯lklk − Φ¯llkk) + (Φ¯llji − Φ¯ljli)
]
+ λδij(U¯ll + Φ¯ll)
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Durch ihre Lo¨sung findet man die Symmetrien fu¨r die Euler-Lagrange Gln. (6.50)–
(6.52)
τ = d4, (6.76)
Xi = di + ǫijkxjak, (6.77)
Uα = cuα + ǫαjkujak − f˜α(t, x), (6.78)
Ψα = cϕα + ǫαjkϕjak +
˙˜fα(t, x), (6.79)
Φαβ = cφαβ + ǫαjkφjβak + ǫβjkφαjak + f˜α,β . (6.80)
Die Eichsymmetrie wird durch die beliebige und stetig differenzierbare Funktion f˜i und
deren ra¨umliche sowie zeitliche Ableitungen beschrieben. Da diese schon in der Lagran-
gedichte vorhanden ist, wird sie in den Euler-Lagrange Gln. vererbt. Die Lie-Algebra




















































Man mo¨chte mit den gleichen Methoden wie in den vorherigen Kapiteln Erhaltungssa¨tze
und Bilanzgleichungen fu¨r die Eichfeldtheorie der Versetzungen herleiten. Die Erhal-
tungsdichte A4 und der zugeho¨rige Fluß Ai ha¨ngen jetzt von t,x,u,ϕ,φ und den
Ableitungen von u,ϕ,φ bezu¨glich der Zeit t und dem Ort x ab. Ist durch den in-
finitesimalen Erzeuger ν von G eine Variationsymmetrie gegeben, dann heißen die
Komponenten A4, Ai fu¨r den Erhaltungssatz
A4 =Lτ + (Uα −Xjuα,j − τ u˙α)
∂L
∂u˙α
+ (Ψα −Xjϕα,j − τϕ˙α)
∂L
∂ϕ˙α
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Ai =LXi + (Uα −Xjuα,j − τ u˙α)
∂L
∂uα,i
+ (Ψα −Xjϕα,j − τϕ˙α)
∂L
∂ϕα,i





Die Translationen im Raum und in der Zeit sind durch folgende Formeln
x′i = xi + εkδki, t
′ = t+ ε4δ44, u
′
α = uα, ϕ
′
α = ϕα, φ
′
αβ = φαβ (6.88)
gegeben. Die entsprechenden Erzeugenden der infinitesimalen Transformationen lauten:
Xki = δki, τ = δ44, Uα = 0, Ψα = 0, Φαβ = 0. (6.89)
Mit Hilfe der Gleichungen (6.86), (6.87) und (6.89) erha¨lt man fu¨r die Translation
folgende Stro¨me








































Diese Stro¨me ko¨nnen mit Hilfe der Impulsdichte pi, der Impulsdichte des Versetzungs-
stromes Dij , der Spannungen σij und der Hyperspannungen Hijk folgendermaßen ge-
schrieben werden
P cki := −Aki = −L δki − σαi uα,k −Dαi ϕα,k +Hαβi φαβ,k, (6.94)
Pck := Ak4 = −pα uα,k −Dαβ φαβ,k, (6.95)
Sci := A4i = σαi u˙α +Dαi ϕ˙α −Hαβi φ˙αβ, (6.96)
Hc := −A44 = −L+ pα u˙α +Dαβ φ˙αβ. (6.97)
Der Index c steht fu¨r die Bezeichnug canonical aus dem Englischen und wird ab jetzt im-
mer die kanonische Stro¨me kennzeichen. Der Tensor P cki ist der kanonische Eshelbysche
Spannungstensor. Die Vektorgro¨ßen Pck, S
c
i bezeichnen entsprechend den kanonischen
Pseudoimpuls und den Poynting Vektor. Das Skalar Hc steht fu¨r die kanonische totale









i = 0. (6.99)
86 KAPITEL 6. EICHFELDTHEORIE DER VERSETZUNGEN
Aus diesen kann man, unter Verwendung des Gaußschen Satzes und Integration, die














Scini dS = 0. (6.101)
6.2.2 Rotationsstrom
Die Gruppenwirkung der Rotation wirkt gleichzeitg im Raum der unabha¨ngigen (x, t)
und abha¨ngigen Variablen (u,ϕ,φ) und lautet
x′i = xi + ǫikjxjεk, t
′ = t, u′α = uα + ǫkβαuβεk, (6.102)
ϕ′α = ϕα + ǫkβαϕβεk, φ
′
αβ = φαβ + (ǫkjαφjβ + ǫkjβφαj)εk. (6.103)
Die dazu geho¨renden infinitesimalen Transformationen heißen
Xik = ǫikjxj , Uαk = ǫαkβuβ, Ψαk = ǫαkβϕβ, Φαβk = ǫαkjφjβ + ǫβkjφαj . (6.104)

























































Der Tensor der kanonischen Drehimpulsflußdichte und der Vektor der Pseudodrehim-
pulsdichte werden durch folgende Ausdru¨cke
M cki : = −Aki = ǫkmj (xm P
c
ji + σji um +Dji ϕm −Hjli φml −Hlji φlm), (6.107)
Mck : = Ak4 = ǫkmj (xmP
c
j + pj um +Djl φml +Dlj φlm) (6.108)
definiert. Diese kann man in zwei Anteilen zerlegen, den kanonischen orbitalen M
c(o)
ki
und den inneren Drehimpulsanteil M
c(i)
ki
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wobei die einzelnen Anteile folgendermaßen
M
c(o)





ki = ǫkmj (σji um +Dji ϕm −Hjli φml −Hlji φlm), (6.111)
M
c(o)





k = ǫkmj(pj um +Djl φml +Dlj φlm) (6.113)






















Fu¨r den inneren Drehimpuls folgt aus der Rotationsinvarianz unter Benutzung der





ki =ǫkmj(−σjl βml +Djl Iml −
1
2
Hjil Tmil −Hlij Tlim (6.116)
− σlj φlm +Dlj φ˙lm −Hlij φli,m).
Letzlich bekommt man aus den Gln. (6.94), (6.115) und (6.116) fu¨r die Bilanzgleichung





ki = ǫkmj(−σjl βml − σlj βlm +Dlj Ilm +Djl Iml −
1
2
Hjil Tmil −Hlij Tlim).
(6.117)
Im Fall, daß ein isotropes Material vorliegt, wird mit Hilfe der konstitutiven Gln. (6.29)–





ki = 0. (6.118)
Mit Hilfe des Gaußchen Satzes, la¨ßt sich durch Integration, der globale Erhaltungssatz








M ckini dS = 0. (6.119)
6.2.3 Skalierungsstrom
In der Eichtheorie der Versetzungen, ist die Skalierungsgruppe (Dilatationsgruppe)
weder eine Variationsgruppe noch eine Divergenzgruppe. Durch die Existenz der Ver-
setzungen im Material, werden innere La¨ngen in die Physik des Problems eingefu¨hrt.
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Die Selbsta¨hnlichkeit wird gebrochen. Es besteht aber weiterhin die Mo¨glichkeit, die
gebrochene Stro¨me auszurechnen. Die Skalierungsgruppe wirkt wie folgt
x′i = xi + εxi, t
′ = t+ εt, (6.120)
u′α = uα + ε duuα, ϕ
′
α = ϕα + ε dϕϕα, φ
′
αβ = φαβ + ε dφφαβ, (6.121)
infinitesimal auf die unabha¨ngigen und abha¨ngigen Variablen. Die infinitesimale Er-
zeuger sind gegeben durch
Xi = xi, τ = t, Uα = duuα, Ψα = dϕϕα, Φαβ = dφφαβ, (6.122)
wobei du die Skalierungsdimension des Verschiebungsvektorfeldes und dϕ, dφ entspre-
chend die Vektor und Tensorfelder der Eichpotentiale darstellen. Setzt man die infini-
tesimale Erzeuger (6.122) in die Beziehungen fu¨r die Stro¨me (6.86) und (6.87) ein, so
erha¨lt man folgende Ausdru¨cke fu¨r die Dichten der Skalierungsflu¨ße
Ai = xiL+ (duuα − xkuα,k − tu˙α)
∂L
∂uα,i
+ (dϕϕα − xkϕα,k − tϕ˙α)
∂L
∂ϕα,i




A4 = tL+ (duuα − xkuα,k − tu˙α)
∂L
∂u˙α
+ (dϕϕα − xkϕα,k − tϕ˙α)
∂L
∂ϕ˙α




Dru¨ckt man diese mittels der Spannungen, Hyperspannungen, des Poynting Vektors,
des kanonischen Pseudoimpulsvektors, des Eshelbyschen Spannungstensors und der
Energiedichte aus, so ergibt sich folgendes Resultat
Y ci := −Ai = xj P
c
ji − t S
c
i + du σji uj + dϕDji ϕj − dφHjli φjl, (6.125)
Yc := A4 = xj P
c
j − tH
c + du pj uj + dφDjl φjl. (6.126)




, dϕ = −
d
2
, dφ = −
d
2
, d = n+ 1, (6.127)
wobei d = n + 1 die Raumzeitdimension angibt. Im dynamischen Fall ist d = 4 und
somit du = −1, dϕ = −2 und dφ = −2. Mit den Ergebnissen fu¨r die Dimensionen (6.127)
und unter Beru¨cksichtigung der Gleichungen (6.5), (6.12), (6.8), (6.15) und der lokalen




i = −2Lve. (6.128)
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6.2.4 Eichtransformation
Die Translationen im Raum und in der Zeit, sowie die Rotationen im Raum sind Er-
zeuger einer Variationssymmetrie einer endlichen Lie-Gruppe, die zu Erhaltungssa¨tzen
fu¨hren. Aus den Beziehungen (6.86), (6.87) folgt fu¨r den Gruppenerzeuger v5
Gci := −Ai = −σji f˜j(t, x) +Dji
˙˜fj(t, x)−Hjki f˜j,k(t, x), (6.130)





i = f˜j,ki(t, x)Hj[ki] = 0, (6.132)







Gcini dS = 0. (6.133)
6.2.5 Eichinvariante Stro¨me
Die Tatsache, daß alle lokale Bilanzgleichungen und Erhaltungssa¨tze fu¨r das gesamte
System, bestehend aus dem elastoplastischen und dem Versetzungsanteil der Lagrange-
dichte, in eine eichinvariante Form gebracht werden ko¨nnen, ist fu¨r die einzelnen Stro¨me
nicht immer gegeben. Nur die Stro¨me, die aus der Translationsymmetrie stammen,
lassen sich auch eichinvariant schreiben. Als erstes wird der kanonische Eshelbysche
Spannungstensor mit Hilfe von den Gleichungen (6.5), (6.8), (6.15) und die Bilanzglei-
chung (6.23) umgeschrieben. Um den kanonischen Pseudoimpuls umzuschreiben, be-
nutzt man anstatt der Bilanzgleichung (6.23) die Gl. (6.22). Fu¨r die Umschreibung der
kanonischen Energiedichte werden die Gl. (6.12), (6.15) und die Bilanzgleichung (6.22)
gebraucht. Der Poynting Vektor Si la¨ßt sich mit den gleichen Gleichungen wie die kano-
nische Energiedichte umschreiben, aber anstatt von der Bilanzgleichung (6.22) wird die
Gl. (6.23) benutzt. Mit den oben erwa¨hnten Umformungen lauten jetzt die kanonische
Stro¨me der Translation:
P cki = Pki −Dt(Dαi φαk) + Dβ(Hαβi φαk), (6.134)
Pck = Pk − Dβ(Dαβ φαk), (6.135)
Sci = Si +Dt(Dαi ϕα)−Dβ(Hαβi ϕα), (6.136)
Hc = H +Dβ(Dαβ ϕα). (6.137)
Die eichinvariante Stro¨me sind folgendermaßen definiert
Pki := −L δki − σαi βαk +Dαi Iαk −Hαβi Tαβk, (6.138)
Pk := −pα βαk +Dαβ Tαβk, (6.139)
Si := σαi vα −Hαβi Iαβ , (6.140)
H := −L+ pα vα +Dαβ Iαβ. (6.141)
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Die lokale Erhaltungssa¨tze heißen jetzt
DtPk − DiPki = 0, (6.142)
DtH−DiSi = 0, (6.143)
da die Divergenzterme sich gegenseitig aufheben und die Terme
DiDβ(Hαβi φαk) = 0, DiDβ(Hαβi ϕα) = 0, (6.144)
verschwinden wegen der Antisymmetrie von Hi[jk] in den letzten zwei Indizes. Aus dem
Gaußschen Satz folgen der Impuls und Energieerhaltungssatz fu¨r die eichinvarianten










Sini dS = 0. (6.146)
6.3 Konfigurationskra¨fte und Momente
6.3.1 Translationsstrom
Elastoplastischer Anteil
Im letzten Abschnitt hat man die Erhaltungssa¨tze fu¨r den kanonischen Pseudoimpuls,
Pseudodrehimpuls und die Energiedichte hergeleitet. Diese Erhaltungssa¨tze existieren
nur fu¨r die totale Lagrangedichte L, die sich aus den kinetischen und potentiellen
Energien des elastoplastischen und Versetzungsanteils zusammensetzen. Wird nur einer
der beiden Anteile betrachtet, gelten die Erhaltungssa¨tze fu¨r die kanonischen Stro¨me
nicht la¨nger und Konfigurationskra¨fte und Momente treten auf. Wird z.B. nur der
elastoplastische Anteil Lep der Langrangedichte beru¨cksichtigt, dann erha¨lt man aus
Gl. (6.94) fu¨r die Translationssymmetrie und den Gln. (6.86) und (6.87) fu¨r die Stro¨me
P cki := −Aki = −Lep δki − σαi uα,k, (6.147)
Pck := Ak4 = −pα uα,k, (6.148)
Sci := A4i = σαi u˙α, (6.149)
Hc := −A44 = −Lep + pα u˙α. (6.150)
Die lokalen Erhaltungssa¨tze (6.98) sind dann gebrochen. Auf der rechten Seite erschei-













Diese sind gegeben durch folgende Ausdru¨cke:
F ck = pα ϕα,k − σαβφαβ,k, (6.153)
Wc = −pα ϕ˙α + σαβ φ˙αβ. (6.154)
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Die kanonische Form der Konfigurationskraft wurde auf eine andere Art und Weise
von Kadic´ und Edelen [2] hergeleitet. Fu¨r den elastoplastischen Anteil Lep der totalen
Lagrangedichte L bekommt man aus Gl. (6.134) die eichinvarianten Stro¨me
Pki := −Lep δki − σαi βαk, (6.155)
Pk := −pα βαk, (6.156)
Si := σαi vα, (6.157)
H := −Lep + pα vα. (6.158)
Aus diesen Stro¨men kann man die gebrochenen Erhaltungsa¨tze angeben
DtPk −DiPki = Fk, (6.159)
DtH− DiSi =W. (6.160)
Die eichinvariante Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit lauten
Fk = −pα Iαk + σαβ Tαβk, (6.161)
W = σαβ Iαβ . (6.162)
Diese findet man auch in den Arbeiten [118, 119]. Die Verallgemeinerung des wegun-














mit der Kraft F PKk definiert als
F PKk := −Fk. (6.164)
Der dynamische Teil der Konfigurationskraft beschreibt den Impulsfluß aus dem Ma-
terial zum Versetzungsstrom und der statische Teil entspricht der Peach-Koehler Kraft
[120], welche die Wechselwirkung zwischen der Spannung und der Versetzungsdichte
angibt. Die Konfigurationsarbeit kommt von den Spannungen zustande, welche auf die
Versetzungsstromdichte wirken, und dafu¨r sorgen, daß die Versetzungen in Bewegung
bleiben. Ha¨tte man noch die Dissipation mitberu¨cksichtigt, dann wa¨re ein Teil dieser
Arbeit in Wa¨rme umgewandelt. Betrachtet man etwas na¨her die Struktur der Konfi-
gurationskraft und Konfigurationsarbeit, so stellt sich heraus, daß sie die gleiche Form
wie die Lorentz-Kraftdichte und die elektromagnetische Leistung besitzt, die durch die
Wechselwirkung von elektrischen Ladungen und Stro¨men mit dem elektromagnetischen
Feld zustande kommen [121]
F edk = ρEk + ǫkβljβ Bl, (6.165)
Wed = jk Ek. (6.166)
Ek und Bk sind die elektrische Feldsta¨rke und magnetische Induktion entsprechend.
Leitet man die Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit aus dem Versetzungsan-
teil Lve der totalen Lagrangedichte L, dann bekommt man die gleichen Ergebnisse wie
oben, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen.
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Versetzungsanteil
Auf der gleichen Art und Weise wie oben, bekommt man fu¨r die kanonischen Stro¨me
des Versetzungsanteils Lve der Lagrangedichte L
P cki := −Aki = −Lve δki −Dαi ϕα,k +Hαβi φαβ,k, (6.167)
Pck := Ak4 = −Dαβ φαβ,k, (6.168)
Sci := A4i = Dαi ϕ˙α −Hαβi φ˙αβ, (6.169)
Hc := −A44 = −Lve +Dαβ φ˙αβ . (6.170)
Die eichinvarianten Stro¨me des Versetzungsanteils Lve der totalen Lagrangedichte L
lauten
Pki := −Lve δki +Dαi Iαk −Hαβi Tαβk, (6.171)
Pk := Dαβ Tαβk, (6.172)
Si := −Hαβi Iαβ, (6.173)
H := −Lve +Dαβ Iαβ. (6.174)
Die Konfigurationskraft und Konfigurationsarbeit berechnet man genauso wie fu¨r den
elastoplastischen Anteil. Man bekommt das gleiche Resultat nur mit entgegengesetztem
Vorzeichen.
6.3.2 Rotationsstrom
Auf der gleichen Art und Weise wie man fu¨r die Translationen im Raum vorgegangen
ist, findet man fu¨r den elastoplastischen Anteil der Lagrangedichte Lep
M cki : = −Aki = ǫkmj (xm P
c
ji + σji um), (6.175)
Mck : = Ak4 = ǫkmj (xmP
c
j + pj um), (6.176)
mit P cji und P
c
j gegeben durch Gl. (6.147). Dadurch wandelt sich der lokale Erhaltungs-










Dabei ist F cj gegeben durch die Gleichung (6.153) und fu¨r A
c
mj ergibt sich folgender
Ausdruck
Acmj = pj u˙m + σml uj,l + σlm ul,j. (6.178)
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Man substituiert fu¨r den kanonischen Pseudoimpuls Pcj und Eshelbyschen Span-
nungstensor P cji die Relationen
Pcj = Pj + pα φαj, (6.180)
P cji = Pji + σαi φαj (6.181)
in den Gln. (6.175) und (6.176) fu¨r die Rotationsstro¨me des elastoplastischen Anteils
der Lagrangedichte und fu¨hrt anschließend die Definitionen
M cki = Mki + ǫkmj xm σαi φαj, Mki := ǫkmj (xm Pji + σji um), (6.182)
Mck =Mk + ǫkmj xm pα φαj , Mk := ǫkmj (xmPj + pj um), (6.183)





ki = DtMk −DiMki +Dt(ǫkmj xm pα φαj)− Di(ǫkmj xm σαi φαj) (6.184)
gebracht werden. Es gilt
DtMk − DiMki = ǫkmj(xmFj + σim βij + σmi βji + pm ϕj + σji φmi). (6.185)











ǫkjm (xmFj + σim βij + σmi βji + pm ϕj + σji φmi) dV. (6.186)
Im statischen Fall ergibt sich die Form [102].
Versetzungsanteil




j aus den Gleichungen (6.167)
und (6.168) bekommt man fu¨r die kanonischen Stro¨me
M cki : = −Aki = ǫkmj (xm P
c
ji +Dji ϕm −Hjli φml −Hlji φlm), (6.187)
Mck : = Ak4 = ǫkmj (xm P
c
j +Djl φml +Dlj φlm). (6.188)





ki = ǫkmj(−xm F
c
j − σji φmi − σij φim − pj u˙m
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6.3.3 Skalierungsstrom
Elastoplastischer Anteil
Fu¨r die Skalierung lauten die kanonischen Stro¨me fu¨r den elastoplastischen Anteil der
Lagrangedichte Lep
Y ci := −Ai = xj P
c
ji − t S
c
i + du σji uj, (6.190)
Yc := A4 = xj P
c
j − tH
c + du pj uj, (6.191)





c aus den Gln. (6.147)–(6.150). Daraus ergibt sich











































σαβ φαβ . (6.193)
























Auf die gleiche Art und Weise wie bei der Rotation kann die Skalierung auch mit
Hilfe von eichinvarianten Gro¨ßen geschrieben werden. Man substituiert die kanonischen
Gro¨ßen des Pseudoimpulses und Energieimpulstensors nach Gl. (6.180) und Gl. (6.181)
durch die entsprechenden eichinvarianten Gro¨ßen. Zusa¨tzlich dru¨ckt man die kanonische
Hamiltonsche FunktionHc und den kanonischen Poynting Vektor Sci mit Hilfe folgender
Formeln
Hc = H− pα ϕα, (6.195)
Sci = σαi vα − σαi ϕα (6.196)
aus. Wenn die Gln. (6.180), (6.181) und die Gln. (6.195), (6.196) in die kanonische
Skalierungsstro¨me (6.190) und (6.191) eingesetzt werden, bekommt man
Y ci = Yi + xj σαi φαj + t σαi ϕα, (6.197)
Yc = Y + xj pα φαj + t pα ϕα, (6.198)
mit den neu definierten Stro¨men
Yi := xj Pji − t Si + du σji uj, (6.199)
Y := xj Pj − tH + du pj uj. (6.200)
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i = DtY − DiYi +Dt(xj pα φαj + tpα ϕα)−Di(xj σαi φαj + t σαi ϕα).
(6.201)

































Fu¨r den statischen Fall haben Lazar und Kirchner das M-Integral in der Arbeit [102]
angegeben.
Versetzungsanteil
Verfa¨hrt man bei der Skalierung mit dem Versetzungsanteil der Lagrangedichte Lve
nach der gleichen Art und Weise wie fu¨r die Translationen und Rotationen, so bekommt
man aus den Gln. (6.167)–(6.170) fu¨r die kanonischen Stro¨me
Y ci := −Ai = xj P
c
ji − t S
c
i + dϕDji ϕj − dφHjliφjl, (6.204)
Yc := A4 = xj P
c
j − tH
c + dφDjl φjl. (6.205)
Da es fu¨r die Variatonssymmetrie der Skalierung keine erhaltende Dichte gibt, ist es





c − xk F
c























Wa¨hlt man dφ = −
d
2
und dϕ = −
d
2


















Beru¨cksichtigt man in der Bilanzgleichung (6.207) den Ausdruck (6.20) fu¨r die Lagran-













σαβ φαβ − 2Lve. (6.208)
Werden die Gln. (6.208) und (6.192) zusammenaddiert, dann bekommt man wie er-
wartet die Bilanzgleichung (6.128) fu¨r das gesamte System mit der Lagrangedichte
L.
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6.3.4 Eichinvarianz
Fu¨r den Strom aus der Eichinvarianz wird ersichtlich, wenn man nur den elastoplasti-
schen Anteil der Lagrangedichte Lep beru¨cksichtigt, daß fu¨r ein konservatives System,
welches keinen a¨ußeren Kra¨ften unterworfen wird, der gesamte Impuls erhalten bleiben
soll. Mit den folgenden Stro¨men
Gci := −Ai = −σji f˜j(t, x), (6.209)
Gc := A4 = −pj f˜j(t, x), (6.210)






fj + σji f˜j,i = (Dtpj − Diσji) f˜j +Di(σjif˜j) + Dt(pj f˜j). (6.211)
Integriert man u¨ber das ganze raumzeitliche Gebiet und wa¨hlt solche f˜j fu¨r welche die







(Dtpj − Diσji) f˜j dt dV = 0, (6.212)
nur dann, wenn die lokale Impulsbilanz (6.22) erfu¨llt ist.
6.4 Statische Lo¨sungen
Es wird gezeigt, ob die im letzten Abschnitt vorgestellte Eichtheorie der Versetzun-
gen, physikalisch sinnvolle Lo¨sungen im Gebiet nahe des Versetzungskernes liefert, al-
so solche, die kein singula¨res Verhalten auf der Versetzungslinie aufweisen. Gleichzei-
tig sollen die Lo¨sungen des Fernfeldes fu¨r asymmetrische Spannungen verallgemeinert
werden. Die Euler-Lagrange Gln. (6.50)–(6.52), die im letzten Kapitel hergeleitet wor-
den sind, beru¨cksichtigen nicht die Fernfelder der Distorsionen und Spannungen. Da
aber die Theorie auch die Fernfelder fu¨r das klassische Verhalten reproduzieren soll-
te, muß (6.22) zu diesem Zweck modifiziert werden. Die Lo¨sung soll sich fern vom
Gebiet des Versetzungskernes asymptotisch dem klassischen Fernfeld anpassen. Diese






zur Lagrangedichte (6.21) erreicht werden [117]. Die gesamte Lagrangedichte lautet
jetzt
L = Lep + Lve + LN (6.214)
und die modifizierten Euler-Lagrange Gln. heißen
Dtpi − Djσij = 0, (6.215)
DjDij + pi = p
0
i , (6.216)
DtDij +DkHijk + σij = σ
0
ij . (6.217)
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Als Randbedingungen fu¨r das Gleichungssystem (6.215)–(6.217) der Eichfeldtheorie
der Versetzungen gelten also die klassischen Lo¨sungen p0i , σ
0
ij fu¨r die Fernfelder. Im
statischen Fall vereinfachen sich die Euler-Lagrange Gln. (6.215)–(6.217) zu
Djσij = 0, (6.218)
DkHijk + σij = σ
0
ij . (6.219)
Ausgedru¨ckt in den kinematischen Gro¨ßen ui und φij lauten diese
λδij(uk,kj + φkk,j) + µ(ui,jj + uj,ji + φij,j + φji,j) + γ(ui,jj − uj,ij + φij,j − φji,j) = 0,
(6.220)
c1(φik,jk − φij,kk) + c2(φji,kk − φjk,ik + φkj,ik − φki,jk) + c3
[
δij(φlk,lk − φll,kk)
+ (φll,ji − φlj,li)
]
+ λδij(ul,l + φll) + µ(ui,j + uj,i + φij + φji)
+ γ(ui,j − uj,i + φij − φji) = σ
0
ij . (6.221)
Wir schreiben diese in die eichinvarianten Distorsionsfelder
λδijβkk,j + (µ+ γ)βij,j + (µ+ γ)βji,j = 0, (6.222)
c1(βik,jk − βij,kk) + c2(βji,kk − βjk,ki + βkj,ki − βki,kj)
+ c3
[
δij(βlk,kl − βll,kk) + (βll,ji − βlj,li)
]
+ λδijβll
+ (µ+ γ)βij + (µ− γ)βji = σ
0
ij , (6.223)
um. Die Euler-Lagrange Gln. (6.218)–(6.219) ko¨nnen mittels des inversen Materialge-
setzes vollsta¨ndig in den Spannungen σij ausgedru¨ckt werden. Dabei geht man folgen-
dermaßen vor. Als erstes verju¨ngt man das Materialgesetz zwischen Spannungen und
Distorsionen mit dem Kronecker Symbol δij . Dies liefert eine Beziehung fu¨r die Spur
σkk des Spannungstensors
σkk = (3λ+ 2µ) βkk. (6.224)
Als na¨chstes wird der Spannungstensor σij in seine symmetrische und antisymmetrische
Teile zerlegt
σ(ij) = λδij βkk + 2µ β(ij), σ[ij] = 2 γ β[ij], (6.225)
Der symmetrische Anteil wird mit γ und der antisymmetrische mit µ multipliziert und
anschließend zusammenaddiert
γ σ(ij) + µ σ[ij] =
γν
1 + ν
δij σkk + 2µγ βij , (6.226)
wobei ν die Poissonsche Querkontraktionszahl (2.39) darstellt. Umgeformt nach dem
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Die Hyperspannungen Hijk, ausgedru¨ckt mit Hilfe der Distorsionen, lauten
Hijk = c1(βik,j − βij,k) + c2(βji,k − βjk,i + βkj,i − βki,j)
+ c3[δij(βlk,l − βll,k) + δik(βll,j − βlj,l)]. (6.228)
Jetzt ist es mo¨glich die Bilanzgleichung fu¨r Hijk unter Benutzung des inversen Materi-
algesetzes (6.227) und Gl. (6.228) nur als Funktion der Spannungen σij auszudru¨cken.
Sie besitzt die Form[





(δij σll,kk − σll,ij) + 2c3γ δij σlk,kl
+
[
c2(γ − µ)− c1(γ + µ)
]
(σij,kk − σik,kj) +
[









2c2µ+ c3(γ − µ)
]
σjk,ki + 4µγ σij = 4µγ σ
0
ij . (6.229)
Unter Beru¨cksichtigung des Kra¨ftegleichgewichts σij,j = 0 bekommt sie die folgende
Gestalt[





(δij σll,kk − σll,ij) +
[





c2(γ + µ)− c1(γ − µ)
]
(σji,kk − σki,kj) +
[
2c2µ− c3(γ + µ)
]





Wir behandeln das Problem einer einzelnen geraden Schraubenversetzung mit der Ver-
setzunglinie parallel zur z-Achse. Es handelt sich um einen anti-ebenen Verzerrungs-
zustand (“anti-plane strain”) mit den kinematischen Zustangro¨ßen
βij =

 0 0 00 βzφ 0
βzx βzy 0

 , αij =





Eine ausfu¨hrliche Behandlung dieses Problems nach der klassischen Elastizita¨tstheorie
findet man bei deWit [122]. Es handelt sich hierbei um den Verzerrungszustand ei-
ner Versetzungslinie in einem unendlich ausgedehnten, isotropen Medium. Aus dieser
























Diese Lo¨sungen zeigen auf der Versetzungslinie r → 0 ein singula¨res Verhalten und be-
schreiben deswegen eine unphysikalische Situation in der Na¨he des Versetzungskernes.
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Aus dem Kra¨fte und Hyperspannungsgleichgewicht (6.222)–(6.223) folgt eine Relation
zwischen den Distorsionskomponenten
βzx,x + βzy,y = 0 (6.234)




































Dies ist ein u¨berbestimmtes System fu¨r die zwei unbekannten Distorsionskomponenten














zx) = 0. (6.239)
Da im allgemeinen eine Lo¨sung βzx 6= β
0





welche eine Beziehung zwischen den beiden Materialparameter c1, c2 darstellt. Ausge-
dru¨ckt in den irreduziblen Parametern (6.44) lautet diese
a3 =
3 γ − µ
2µ
a1. (6.241)
Wird der Parameter c2 zu Null gesetzt, fordert (6.240), daß auch c1 = 0 wird. Aus
der Gl. (6.241) sieht man, daß wenn a3 = 0 auch a1 = 0 fu¨r beliebige Materialpara-
meter γ und µ sein muß. Dies hat zur Folge, daß aus den Gleichungen (6.235)–(6.236)
sowie (6.237)–(6.238) sich die triviale Lo¨sung βzx = β
0
zx, βzy = β
0
zy ergibt. Somit er-
zwingt die Beziehung (6.240), daß das Materialgesetz (6.30) fu¨r die Hyperspannungen
einer Schraubenversetzung zwei Materialparameter c1 6= 0 und c2 6= 0 haben muß. Die
Energiebedingung (6.49) verlangt, daß beide a1 ≥ 0 und a3 ≥ 0 sind. Daraus folgt aus





Mit der Bedingung (6.240) und wenn die gleiche Operationen wie oben fu¨r die dritte
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welche zwei inhomogene Helmholtz Gleichungen fu¨r die beiden Distorsionsfelder βzx, βzy
sind. Im Rahmen der Eichtheorie erhalten wir eine eigene, innere charakteristische








Obwohl γ 6= 0, ergibt sich aus (6.245) die gleiche innere La¨nge wie in der Eichtheorie
fu¨r eine Schraubenversetzung mit symmetrischen Spannungen, (siehe [9]). Die Asym-
metrie der Spannungen vera¨ndert somit nicht die innere charakteristische La¨nge fu¨r die
Schraubenversetzung. Aus der Lo¨sung der Gleichungen (6.243)–(6.244) bekommt man





























In den Lo¨sungen erscheint die Funktion K1. Diese ist die modifizierte Bessel Funktion
zweiter Art und erster Ordnung (siehe Anhang, Gl. (A.24)). Aus den Distorsionskom-
ponenten (6.246) und (6.247) folgen auch die Komponenten des axialen Drehvektors





























Aus den Gln. (6.248) und (6.249) lassen sich nach Gl. (5.21) die Komponenten des








































































In diesen Komponenten kommt zusa¨tzlich zu der Funktion K1 die modifizierte Bessel
Funktion zweiter Art und nullter Ordnung K0 hinzu (siehe Anhang, Gl. (A.23)). Aus
den Distorsionen (6.246) und (6.247) und der Gl. (5.18) ergibt sich die Komponente
αzz des Versetzungsdichtetensors bzw. der Torsion als
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Aus dem konstitutiven Gesetz (6.30) ko¨nnen die Hyperspannungen
























berechnet werden. Die Torsionskomponente Tzxy und damit auch die Momentenspan-
nungskomponenten Hzxy, Hyzx, Hxzy besitzen fu¨r r → 0 eine logarithmische Sin-
gularita¨t. Im Gegensatz dazu, sieht man fu¨r die Distorsionsfelder, die sich aus der
Eichfeldtheorie ergaben, daß die klassischen Lo¨sungen mit dem Klammerausdruck
[1 − r/ℓ1K1 (r/ℓ1)] multipliziert werden. Dieser sorgt dafu¨r, daß das singula¨re Ver-
halten auf der Versetzungslinie fu¨r r → 0 beseitigt wird (siehe Anhang, Gl. (A.24)).
Fu¨r die Spur von Hij bekommt man fu¨r die Schraubenversetzung
Hkk = −







Die Hyperspannungen (6.255)–(6.258) gehen in wachsender Entfernung von der Ver-
setzungslinie fu¨r r → ∞ exponentiell gegen Null. Andererseits sieht man aus den
Gln. (6.250)–(6.252), daß die Verkru¨mmungskomponenten langreichweitige Momen-
tenspannungen hervorrufen, da sie proportional zu 1/r2 abfallen.
Bevor wir das Ergebnis fu¨r die Spannungen angeben, mo¨chten wir zeigen, wie man
die Lo¨sung mit Hilfe eines Spannungsfunktionsansatzes bekommen kann. Aus der Be-
ziehung (6.230) ko¨nnen vier Gleichungen fu¨r die Komponenten σzy, σyz, σzx, σxz der
Schraubenversetzung aufgestellt werden
[
c2(γ + µ)− c1(γ − µ)
]
(σyz,xx − σxz,xy) +
[
c2(γ − µ)− c1(γ + µ)
]
∆σzy
+ 4µγσzy = 4µγσ
0
zy, (6.259)[









2c2µ− c3(γ + µ)
]
(σxz,xy + σyz,yy) + 4µγσyz = 4µγσ
0
yz, (6.260)[
c2(γ + µ)− c1(γ − µ)
]
(σxz,yy − σyz,xy) +
[
c2(γ − µ)− c1(γ + µ)
]
∆σzx
+ 4µγσzx = 4µγσ
0
zx, (6.261)
[c2(γ + µ)− c1(γ − µ)] ∆σzx +
[





2c2µ− c3(γ + µ)
]
(σxz,xx + σyz,xy) + 4µγσxz = 4µγσ
0
xz. (6.262)
Fu¨r dieses Gleichungssystem wird folgender, geeigneter Spannungsfunktionsansatz
σij =

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gewa¨hlt. Damit ko¨nnen die vier Gleichungen fu¨r die Spannungskomponenten σzy, σyz,
σzx, σxz in nur eine fu¨r die Spannungsfunktion F zuru¨ckgefu¨hrt werden. Obiger An-
satz erfu¨llt das Kra¨ftegleichgewicht σij,j = 0 identisch. Mit diesem Ansatz und unter
Beru¨cksichtigung der Beziehung (6.240) zwischen den beiden Materialparametern c2














F − F 0
}
= 0, (6.265)




F = F 0. (6.266)
Diese ist eine inhomogene Helmholtz-Gleichung fu¨r die unbekannte Spannungsfunktion
F . Die rechte Seite F 0 berechnet man mit Hilfe der inkompatiblen, klassischen Ela-
stizita¨tstheorie. Die schon eingefu¨hrte Inkompatibilita¨tsbedingung (5.18) lautet fu¨r die







Aus dem inversen Materialgesetz (6.227) schreibt sich obige Inkompatibilita¨tsbedin-







Fu¨r eine Schraubenversetzung der Betragssta¨rke b, deren Burgersvektor b in z-Richtung
zeigt, gilt
α0zz = b δ(x)δ(y). (6.269)
Mit dem angegebenen Spannungsfunktionsansatz fu¨r die Funktion F 0 anstatt F und
(6.269) bekommt man schließlich folgende inhomogene Laplace-Gleichung
∆F 0 = (µ+ γ)b δ(x)δ(y). (6.270)





Daraus ergeben sich fu¨r die modifizierten klassischen Spannungskomponenten σ0xz, σ
0
zx,




























Aufgrund der allgemeineren Wahl von asymmetrischen Spannungen im konstitutiven
Gesetz, wurde die klassische Lo¨sung (6.233) modifiziert. Die entsprechenden Distor-
sionskomponenten βzx, βzy besitzten die gleiche Form wie (6.232). Mit dem bekannten











































































Da bei einer geraden Schraubenversetzung, die Versetzungslinienrichtung und der Bur-
gersvektor parallel zueinander liegen, besitzt das Problem Zylindersymmetrie. Der
Spannungsfunktionsansatz in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch
σij =















Fu¨r die Schraubenversetzung gilt F (r, φ) = F (r) und somit gibt es die Spannungskom-
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Genau wie bei den Distorsionen werden die klassischen Lo¨sungen fu¨r asymmetrische
Spannungen mit dem Klammerausdruck [1− r/ℓ1K1 (r/ℓ1)] multipliziert, der das sin-
gula¨re Verhalten auf der Versetzungslinie r = 0 beseitigt (siehe Abb. 6.1). Der Burgers-
vektor la¨ßt sich aus der Komponente αzz des Versetzungsdichtetensors durch folgende




















Im Gegensatz zur inkompatiblen Elastizita¨t ist in der Eichfeldtheorie der Burgersvektor
b(r) nicht mehr im Ursprung lokalisiert, sondern stellt eine um den Versetzungskern
ausgeschmierte Funktion dar. Er ist fu¨r eine Schraubenversetzung eine ansteigende
Funktion vom Abstand r von der Versetzungslinie. Diese Funktion strebt fu¨r große
Entfernungen r →∞ dem bekannten asymptotischen Wert b von der klassischen Elasti-
zita¨t an. Dieser effektive Burgersvektor b(r) steigt im Gebiet 0 ≤ r ≤ 6 ℓ1 von b(0) = 0
bis zum Wert b(6 ℓ1) = 0.992 an. Aus den Gleichungen (6.283) und (6.284) sieht man
daß σzφ ≥ σφz aus der vorhandenen Asymmetrie des Spannungstensors resultiert. Die
Spannungsverla¨ufe dieser Komponenten werden im Kernbereich bis zum Kernradius
r = rke modifiziert und nehmen fu¨r r ≥ rke mit r
−1 ab. Die Eigenspannungen σzφ, σφz









Im Falle symmetrischer Spannungen fu¨r γ = 0, (siehe [9]), ergibt sich die symmetrische













Wir mo¨chten uns nun mit dem Problem der Kra¨fteberechnung zwischen zwei par-
allelen Schraubenversetzungen befassen. Im Abschnitt 6.3.1 wurde die Formel fu¨r die
Peach-Koehler Kraft hergeleitet. Fu¨r den statischen Fall bekommt man
F PKj = −Fj = −σki ∗ Tkij = −ǫijlσki ∗ αkl, (6.290)
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(a)








Abbildung 6.1: Die Komponente βzϕ gegeben in Einheiten von b/(2πℓ1) . Die gestri-
chelte Kurve stellt die Distorsionskomponente aus der klassischen Elastizita¨t dar.
woraus folgende Zentralkraft FPKr fu¨r die Schraubenversetzung ergibt
F PKr = σzφ ∗ αzz, (6.291)
dabei bezeichnet die Operation ∗ die ra¨umliche Faltung. Ein Versuch die Kraft zwischen
zwei Schraubenversetzungen mit dem Konzept der Faltung innerhalb der Eichtheorie
fu¨r symmetrische Spannungen auszurechnen, findet man in der Arbeit [11]. Mit der
Faltung (6.291) kann die Kraftwechselwirkung zwischen zwei Versetzungen als Funktion
des Abstandes r berechnet werden. Man stellt sich dabei zwei parallele Vesetzungen
vor, die eine befindet sich im Koordinatenursprung r = 0 und hat den Burgersvektor
b und die andere im Abstand r = R und hat den Burgersvektor b′. Die Peach-Koehler
Kraft an der Stelle r = R ergibt sich aus folgendem Faltungsintegral
F PK(R) =
∫
σzφ(r)αzz(R − r) er dr. (6.292)
Dabei zeigt der Einheitvektor er =
r
r
in die Richtung des vera¨nderlichen Ortsvektors



























































f˜ (q) g˜(q). (6.298)





















eiq rcos(φ−χ) dφ. (6.299)
Die in der oberen, ausgefu¨hrten partiellen Integration entstehende Randterme ver-





eiq rcosζ dζ, ζ = φ− χ, (6.300)
welche die Darstellung der Bessel-Funktion erster Art und nullter Ordnung darstellt.
Bei der ausgefu¨hrten partiellen Integration in der Tranformation (6.299) wurden die
Randterme zu Null gesetzt. Damit ergibt sich fu¨r die Integration aus der Gl. (6.299)


















Die Integralausdru¨cke in den Gln. (6.301) und (6.302) kommen bei der zweidimen-
sionallen Fourier-Transformation von zylidersymmetrischen Funktionen h(r, φ) = h(r)
vor. Diese Transformation heißt Hankel-Transformation nullter Ordnung. Die Hankel-








h˜(q) J0(qr)q dq, (6.304)
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Mit Hilfe der Ru¨cktransformation bekommt man fu¨r die Peach-Koehler Kraft an der








































































in Abha¨ngigkeit von der dimensionlosen Abstandskoordinate r/ℓ1 von der Versetzungs-
linie. Man wa¨hlt γ = 0, um die Peach-Koehler Kraft mit der Kraft aus den anderen
Theorien zu vergleichen. Die grob gestrichelte Kurve in der Abb. 6.2 stellt die Kraft in
der klassischen Elastizita¨t dar. Die fein gestrichelte Kurve zeigt das Resultat von Erin-
gen [12], welches mit Hilfe der nichtlokalen Elastizita¨t hergeleitet wurde. Im Vergleich
dazu, repra¨sentiert die volle Linie, die aus dieser Arbeit berechneten Peach-Koehler
Kraft. Das Maximum dieser Kraft liegt tiefer und weiter entfernt von der Versetzungs-
linie. Vergro¨ßert sich der Abstand zwischen den beiden Versetzungen R → ∞, so
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(a)








Abbildung 6.2: Die Kraftkomponente F˜ PK gegeben als Funktion von r/ℓ1.
welcher den klassischen Ausdruck wiedergibt. Andererseits liefert die Eichtheorie fu¨r
die Nahfeld-Asymptotik R→ 0
lim
R→0
F PK(R) = 0 (6.313)
eine verschwindende Kraft und korrigiert somit das unphysikalische Ergebnis einer
unendlich groß werdenden Kraft aus der klassischen Elastizita¨t.








(σzxβzx + σzyβzy). (6.314)
Die gespeicherte potentielle Energie der Schraubenversetzung im Material aufgrund der


















































wobei R fu¨r die gro¨ßte La¨ngenabmessung des Kontinuums steht. Mit Hilfe der Tay-
lorreihen Entwicklungen fu¨r die modifizierten Bessel Funktionen in der Na¨he des Null-
punktes r → 0 (siehe Anhang, Gl. (A.23)–(A.25)), ergibt sich nach Ausfu¨hrung der
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Im Gegensatz zum Ergebnis der Elastizita¨tstheorie weist Eel auf der Versetzungslinie
r = 0 keine Sigularita¨t auf. Die in der Schraubenversetzung gespeicherte Kernenergie-

























































Somit bekommt man fu¨r die totale Energie einer Schraubenversetzung
























Hier mo¨chten wir kurz auch eine andere Mo¨glichkeit erla¨utern wie man auf die For-
mel (6.292) fu¨r die Wechselwirkungskraft zwischen zwei parallelen geradlinigen Schrau-
benversetzungen kommen kann. Als erstes schreibt man die gesamte Energiedichte








c1[αzz(r) + αzz(R− r)]
2
=Wel(r) +Wke(r) +Wel(R− r) +Wke(R− r)
+Wweel (r, R− r) +W
we
ke (r, R− r). (6.321)
Diese setzt sich aus vier Termen zusammen. Die ersten vier beschreiben die eigene
elastische und Kernenergiedichte der zwei Schraubenversetzungen


















zz(R − r). (6.323)
Die u¨brigen zwei Anteile sind fu¨r die Wechselwirkung zwischen den Versetzungen
zusta¨ndig.Wweel (r, R−r) ist die elastische Wechselwirkungsenergiedichte undW
we
ke (r, R−
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r) stellt die Wechselwirkungenergiedichte der beiden Kerne dar. Ihr Betrag berechnet
sich aus folgenden Ausdru¨cken
Wweel (r, R− r) =(µ+ γ)βzφ(R− r)βzφ(r) = σzφ(R− r)βzφ(r) (6.324)
Wweke (r, R− r) =
1
2
c1αzz(R− r)αzz(r) = 2Hzrφ(R − r)Tzrφ(r). (6.325)
Die Peach-Koehler Kraft folgt aus Wweel (r, R− r). Multipliziert man diesen Anteil mit
dem infinitesimalen Linienelement r dφ so bekommt man
dEweel = σzφ(R− r)βzφ(r)r dφ = σzφ(R− r)db(r), (6.326)
wobei die elastische Wechselwirkungsenergie pro radialer La¨ngeneinheit
dEweel := W
we
el r dφ = σzφ(R − r)db(r) (6.327)





und unter Beru¨cksichtigung von db(r) = αzz(r) r dφ dr, anschließende Integration und
dem Gleichsetzen der unteren Integrationsgrenze mit Null Fr(0) = 0 folgt die Gl.
(6.292). Die Peach-Koehler Kraft, die aus Symmetrieu¨berlegungen hergeleitet worden
ist, na¨mlich durch den lokalen Bruch der Translationssymmetrie des elastischen Teilsy-
stemsWel, kann man auch aus dem TeilW
we
el (r, R−r) der Wechselwirkunsenergiedichte
bekommen. In der Arbeit [11] wird zur Berechnung der Kraft die gesamte Wechsel-
wirkungsenergiedichte, als Summe aus der elastischen Wechselwirkungsenergiedichte
Wweel (r, R − r) mit der Wechselwirkungsenergiedichte W
we
ke (r, R− r) zwischen den bei-














In dieser Theorie gibt es nur einen einzigen Kopplungsparameter, der mit unserem
c1 identisch ist. Es gibt also in dem Materialgesetz fu¨r die Hyperspannungen nur den
Materialparameter c1. Wir wa¨hlen einen Querstrich u¨ber die Kraft, um sie vom unseren
Resultat zu unterscheiden. Der zusa¨tliche Energieterm fu¨r die Wechselwirkung zwischen
beiden Versetzungskernen fu¨hrt dazu, daß der letzte Term in der eckigen Klammer
der Konfigurationskraft (6.310) in der Gl. (6.329) fu¨r die Wechselwirkungskraft aus
[11] nicht vorkommt. Aus diesem Grund liegt das Maximum aus dieser Theorie ho¨her
und seine Lage liegt na¨her zur Versetzungslinie. Ein Vergleich der Resultate fu¨r die
dimensionslose Kra¨fte beider Theorien zeigt die Abb. 6.2. Ein weiterer Unterschied
besteht fu¨r die Steigung der Tangente der beiden Kurven an der Stelle r = 0. Wa¨hrend
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eine unendliche Steigung fu¨r die Tangente ergibt.
6.4.2 Stufenversetzung
Fu¨r eine gerade Stufenversetzung mit der Versetzungslinie in Richtung der z-Achse
gibt es folgende kinematischen Zustandsgro¨ßen
βij =

 βxx βxy 0βyx βyy 0
0 0 0

 , αij =





Es handelt sich hierbei ebenfalls um einen ebenen Verzerrungszustand (“plane strain”).
Es gibt die Komponenten αxz und αyz des Versetzungsdichtetensors, die einer Stufen-
versetzung mit dem Burgersvektor entlang der x und y-Achse entsprechen. Die Rech-
nung kann genauso wie fu¨r die Schraubenversetzung mit den Mitteln der klassischen
Elastizita¨tstheorie ausgefu¨hrt werden. Der Verzerrungszustand wird durch die Verset-
zungslinie in einem unendlich ausgedehnten, isotropen Medium hervorgerufen. Zeigt





(y2 + 3 x2), σ0yy = −A
y
r4













Mit Hilfe der Eichtheorie fu¨r die allgemeinen asymmetrischen Spannungen wird in die-
sem Kapitel gezeigt wie die klassische Lo¨sung fu¨r den Bereich des Versetzungskernes
regularisiert wird und welche Form das Fernfeld, durch das Konsitutivgesetz (6.29)
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fu¨r die Spannungen eines isotropen Materials annimmt. Aus der Gleichung (6.230)
ko¨nnen fu¨nf Gleichungen fu¨r die Komponenten σxx, σyy, σxy, σyx, σzz der Stufenverset-
zung gewonnen werden
2γ(c2 − c1)∆σxx +
[





(c1 − c2)(γ − µ)− c3(γ + µ)
]
(σxx,xx + σyx,yx) + 4µγσxx = 4µγσ
0
xx, (6.338)
2γ(c2 − c1)∆σyy +
[





(c1 − c2)(γ − µ)− c3(γ + µ)
]
(σxy,xy + σyy,yy) + 4µγσyy = 4µγσ
0
yy, (6.339)[













(c1 − c2 + 2c3)2γν
− 2c3γ(1 + ν)
]
(σxx,xy + σyy,xy) + 4µγσxy = 4µγσ
0
xy, (6.340)[













(c1 − c2 + 2c3)2γν
− 2c3γ(1 + ν)
]


































































































































f − f 0
]
= 0. (6.348)
Der oben erwa¨hnte Spannungsfunktonsansatz entha¨lt die Airysche Spannungsfunktion
f und zusa¨tzlich die von Mindlin [66] eingefu¨hrte Spannungsfunktion Ψ, die zum ersten
Mal fu¨r ein isotropes, elastisches Material mit Momentenspannungen “Couple stress
theory” benutzt wurde. Dieser Spannungsfunktionsansatz findet auch in der mikropo-
laren Elastizita¨tstheorie Anwendung [125]. Es zeigt sich, daß dieser Ansatz zu einer
Entkopplung der Differentialgleichungen der Eichfeldtheorie fu¨r die einzelnen Span-
nungskomponenten fu¨hrt. Addiert man die Gleichung (6.344) fu¨r die σxx Komponente
mit der Gleichung (6.345) fu¨r die σyy zusammen, dann heben sich die Anteile fu¨r die








f − f 0
]
= 0. (6.349)





(c1 − c2), (6.350)





umgeschrieben werden kann. Aus der Bedingung (6.351) gilt immer fu¨r a1 ≥ 0 auch
a2 ≥ 0, da fu¨r den Gu¨ltigkeitsbereich der Poissonschen Querkontraktionszahl (2.39)
der Vorfaktor (1 + ν)/(1 − ν) ≥ 0 immer gro¨ßer Null ist. Damit beschra¨nkt sich der
Materialparameter a2 im Intervall
0 ≤ a2 ≤ 3a1. (6.352)
Die Einstein Wahl mit a2 = −a1 und a3 = −1/2 a1 ist somit fu¨r eine Stufenversetzung
durch die Bedingung (6.351) nicht mo¨glich. Diese Wahl fu¨hrt zu einem oszilierendem,
abklingendem Vehalten fu¨r die Spannungen und die Versetzungsdichte und verletzt
im Bereich des Versetzungskernes die Bedingung ezz = β(zz) = 0 [6]. Die Gleichun-
gen (6.344)–(6.348) ko¨nnen erfu¨llt werden, wenn folgende Gleichungen fu¨r die Span-
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Verglichen mit der Eichfeldtheorie fu¨r symmetrische Spannungen kommt die neue in-
nere La¨nge ℓ3 hinzu. Man sieht aus der Gleichung (6.351) fu¨r a2, daß im Falle a2 = 0
auch a1 = 0 und ℓ1 = ℓ2 = ℓ3 = 0 gilt. Als Resultat bekommt man die klassische
Lo¨sung f = f 0, Ψ = Ψ0. Ein vernunftiges Materiallmodell fu¨r die Hyperspannungen
Hijk, welches mit den asymmetrischen Spannungen (6.29) eines isotropen Materialls
kompatibel sein soll, muß fu¨r die Beschreibung der Spannungsverla¨ufe um eine Stu-
fenversetzung a2 6= 0 besitzen. Andernfalls liefert das Eichfeldtheoretische Modell als
Lo¨sung nur die triviale Lo¨sung f = f 0, Ψ = Ψ0. Fu¨r die Schraubenversetzung ergab
sich fu¨r die Existenz einer nichttrivialen Lo¨sung a1 6= 0 und a3 6= 0. Ein Materialmodell
fu¨r die Hyperspannungen Hijk, welches fu¨r eine Schraubenversetzung und eine Stufen-
versetzung geeignet sein sollte, muß drei Materialparameter a1 6= 0, a2 6= 0, a3 6= 0
haben. Die Gleichungen (6.353)–(6.357) werden erfu¨llt, wenn folgende Gleichungen fu¨r
die Spannungsfunktionen f , Ψ gelten
[1− ℓ22∆]f = f
0, (6.360)
[1− ℓ23∆]Ψ = Ψ
0. (6.361)
Um die Rechnung fu¨r die Eichfeldtheorie fortzusetzen, muß man die Spannungsfunk-
tionen f 0,Ψ0 kennen. Diese mu¨ssen nach der modifizierten klassischen Elastizita¨t fu¨r
das Problem der Stufenversetzung mit asymmetrischen Spannungen bestimmt werden.
Der Versetzungsdichtetensor fu¨r das ebene Verzerrungsproblem der Stufenversetzung
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Aus diesen Komponenten konstruiert man zwei neue Gro¨ßen, die uns dabei helfen



























gegeben [125]. Mit Hilfe des inversen Materialgesetzes ergeben sich aus den Gln. (6.364)









































in der Gl. (6.366) eliminiert werden. Dabei wurde die erste Bilanzgleichung in (6.368)
nach der Koordinate x und die zweite nach der Koordinate y abgeleitet. Damit erha¨lt





















0 0 ν∆f 0

 (6.370)
in die Gleichungen (6.369) und (6.367) eingesetzt, so folgen die zwei inhomogene
biharmonische Gleichungen








Betrachtet man eine Stufenversetzung mit dem Burgersvektor vom Betrag b in der
x-Richtung, so gilt fu¨r die Komponenten α0yz, α
0
xz des Versetzungsdichtetensors
α0yz = 0, α
0
xz = b δ(x)δ(y). (6.373)
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Damit bekommt man aus Gln. (6.371) und (6.372)








Aus der Greenschen Funktion G der zwei-dimensionalen bi-harmonischen Gleichung:
∆∆G = δ(x)δ(y), G =
1
8π
r2 ln r, (6.376)
bekommt man fu¨r die ”klassischen” Spannungsfunktionen f 0, Ψ0 folgendes Resultat

















x(1 + 2 ln r). (6.378)
Aus den bekannten Fuktionen f 0, Ψ0 ergeben sich die klassischen asymmetrischen
















[A (x2 − y2)− B (x2 − y2)], (6.382)









Ein Vergleich mit den klassischen Lo¨sungen (6.335), (6.336), die aus einem Konstitutiv-
gesetz fu¨r symmetrische Spannungen ergaben, erkennt man den Effekt der Asymmetrie
bei den Termen mit dem Vorfaktor B. Die nun bekannten klassischen Spannungsfunk-
tionen f 0, Ψ0 werden in die Gleichungen (6.360) und (6.361) eingesetzt. Die Lo¨sung
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Damit ergeben sich aus der Eichtheorie der Versetzungen folgende Spannungskompo-







(y2 + 3 x2) +
4 ℓ22
r2

























































































(x2 + 3y2) +
4 ℓ23
r2































































Die Spur des Spannungstensors σkk fu¨r die Stufenversetzung ist dann durch












gegeben. Die Spannung σkk, die durch eine Dilatation oder Kompression des Mediums
hervorgerufen wird, ha¨ngt offenbar mit der inneren La¨nge ℓ2 = ℓ1 zusammen. Die













hervor, welche mit der Rotationsla¨nge ℓ3 zusammenha¨ngt. Weiterhin kann man aus
den Gln. (6.389) und (6.390) auch den symmetrischen Spannunganteil σ(xy) berechnen.
Dieser ha¨ngt von beiden inneren La¨ngen ℓ2 und ℓ3 ab. Man betrachte die Modifikatio-
nen der Spannungsfelder (6.387)–(6.391) nahe der Versetzungslinie. Die Abb. 6.3 zeigen
die einzelnen Verla¨ufe der Spannungskomponenten im Bereich des Versetzungskernes.
Die Spannungen zeigen kein singula¨res Verhalten auf der Versetzungslinie und die Ma-
xima werden in kurzem Abstand von der Versetzungslinie erreicht (siehe Abb. 6.4
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und 6.5). Sie verschwinden an der Stelle r = 0. Die Spannungen nehmen folgende
Extremwerte an: |σxx(0, y)| ≃ 0.546A/ℓ2 + 0.260B/ℓ3 an der Stelle |y| ≃ (0.996ℓ2 +
1.494ℓ3)/2, |σyy(0, y)| ≃ 0.260A/ℓ2−0.260B/ℓ3 an der Stelle |y| ≃ (1.494ℓ2+1.494ℓ3)/2,
|σxy(x, 0)| ≃ 0.260A/ℓ2+0.546B/ℓ3 an der Stelle |x| ≃ (1.494ℓ2+0.996ℓ3)/2, |σyx(x, 0)| ≃
0.260A/ℓ2−0.260B/ℓ3 an der Stelle |x| ≃ (1.494ℓ2+1.494ℓ3)/2 und |σzz(0, y)| ≃ 0.399A
an der Stelle |y| ≃ 1.114ℓ2. Somit, bestimmen die charakteristischen inneren La¨ngen
ℓ2 and ℓ3 den Ort und Wert der Spannungsmaxima. Aus den Spannungskomponen-
ten (6.387)–(6.392) folgen unter Benutzung des inversen Hookeschen-Gesetzes, die ela-





























































































































































































Fu¨r die Spur des Distorsionstensors erha¨lt man
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welche analog zu σkk nur von der inneren La¨nge ℓ2 abha¨ngt. Da diese La¨nge alleine
in dem irreduziblen Anteil β3ij des Distorsionstensors βij auftaucht, bezeichnet man sie
als Dilatationsla¨nge. Der antisymmetrische Anteil β[xy] ist gegeben durch














Dieser entspricht dem irreduziblen Anteil β2ij in der Zerlegung des Distorsionstensors
βij . Bei diesem taucht nur die innere La¨nge ℓ3 auf, deshalb wir sie auch als Rotati-








































welche als langreichweitige Felder aus der Biegung des Kristallgitters durch die Stufen-
versetzung u¨berleben. Diese rufen langreichweitige Momentenspannungen hervor, die
man auch in der Elastizita¨tstheorie mit Momentenspannungen wiederfindet. Es mu¨ssen
sich mehrere Versetzungen in einer spannungsfreien speziellen Anordnung wiederfinden,
damit es zu einer stetigen Gitterkru¨mmung kommen kann. Fu¨hrt man Biegeexperi-
mente mit immer kleiner werdenden Proben, und gelangen diese in die Gro¨ßenordnung
0.1µm ≤ r ≤ 10µm, dann gilt la¨ngst nicht mehr r ≫ ℓ3 und die Momentenspannungen
du¨rfen nicht vernachla¨ssigt werden. Sie fu¨hren dann auch bei gro¨ßeren Deformationen,
wo plastisches Fließen eintritt, zu einer ho¨heren Fließgrenze. Fu¨r diese Dimensionen
sind die inneren charakteristischen La¨ngen von Bedeutung, es entstehen sogennan-
te La¨ngeneffekte (size effects) und die pha¨nomenologische makroskopische Plastizita¨t
verliert dabei bei solchen Dimensionen ihren selbsta¨hnlichen Charakter. Mit Hilfe der
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Abbildung 6.3: Der Spannungsverlauf einer Stufenversetzung in der Na¨he der Verset-
zungslinie: (a) σxx, (b) σxy, (c) σyy, (d) σyx with ν = 0.3 and γ = µ/2.















































































































































Abbildung 6.4: Die Spannungskomponenten einer Stufenversetzung: (a) σxx, (b) σxy,































Mit den ausgerechneten Distorsionen (6.394), (6.396) und (6.395), (6.397) ko¨nnen























































Die Abb. (6.6) zeigt die Verla¨ufe der beiden Komponenten αxz und αyz . Durch die
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(a)











































Abbildung 6.5: Die Spannungskomponenten in der Na¨he der Versetzungslinie: (a)
σxx(0, y), (b) σxy(x, 0), (c) σyy(0, y), (d) σyx(x, 0) sind in Einheiten von A mit ν = 0.3
und γ = µ/2 gegeben. Die gestrichelten Kurven entsprechen den Spannungen in der
asymmetrischen Elastizita¨t und die du¨nn gestrichelten Kurven den symmetrischen
Spannungen (γ = 0).
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Abbildung 6.6: Die Komponenten der Versetzungsdichte einer Stufenversetzung in der
Na¨he der Versetzungslinie: (a) αxz, (b) αyz with ν = 0.3 and γ = µ/2.
Taylorreihen Entwicklung der Bessel Funktionen K0 und K2, (siehe Anhang, Gl. (A.23)
















































Aus Gl. (5.21) sind die Komponenten der totalen Gitterkru¨mmung (Nye-Tensor), durch
Kzx = αxz und Kzy = αyz gegeben.






























Die Komponente αyz liefert keinen Beitrag zum Burgersvektor
b(r) =
∮






′, φ′) r′ dr′ dφ′ = 0. (6.417)
Die Abb. 6.7 zeigt die Funktion des modifizierten Burgers Vektors b(r). Mit dem Er-
gebnis (6.412) bekommt man die Hyperspannungskomponente fu¨r die Stufenversetzung
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(a)








Abbildung 6.7: Der modifizeirte Burgers Vektor einer Stufenversetzung b(r)/b fu¨r ℓ2 =
ℓ3 (volle Linie) und fu¨r ν = 0.3 und γ = µ/2 (gestrichelte Linie).
aus den Gln. (6.9) und (6.30)
































Hzyz = Hzx = −


















































Hzzx = Hzy = −
















In einem mikropolaren (Cosserat) Medium gelten die kinematischen Gln. (3.11) und (3.12).
Aus diesen sind fu¨r ein elastisch isotropes mikropolares Medium folgende Materialge-
setze
σij = λβkk δij + 2µβ(ij) + 2γ (β[ij] − ǫijkψk), (6.422)
mij = ζκkk δij + 2ακ(ij) + 2ǫκ[ij], (6.423)
fu¨r die Spannungen σij und Momentenspannungen mij gegeben. Die Momentenspan-
nungen mij in der mikropolaren Theorie entsprechen den langreichweitigen Momen-
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tenspannungen, die sich aus dem Verkru¨mmungstensor Kωij in der Eichfeldtheorie er-
geben. Im allgemeinen Fall gilt aber Kij 6= K
ω
ij . Die Spannungsfelder und Momenten-
spannungsfelder fu¨r eine Schrauben und Stufenversetzung wurden in den Arbeiten von
[126, 127] berechnet. Die Ergebnisse aus beiden Theorien stimmen u¨berein. Die inneren
charakteristischen La¨ngen in einem inkompatiblen isotropen elastischen mikropolaren









(α + ǫ)(µ+ γ)
4µγ
, (6.424)
fu¨r die Schrauben und Stufenversetzung gegeben. Ein Vergleich mit den entsprechenden
inneren charakteristischen La¨ngen ℓ1, ℓ3 aus der Eichfeldtheorie mit asymmetrischen
Spannungen ergibt folgenden Zusammenhang




Kennt man also die Materialparametern a1 und γ, dann ko¨nnen z.B. die Materialpa-
rameter ζ und ǫ aus der Gl. (6.425) eliminiert werden. Fu¨r die inneren La¨ngen des
mikropolaren Mediums wa¨re dann nur noch α zu bestimmen.
6.4.3 Fall A: ℓ3 = ℓ2
Setzt man ℓ3 = ℓ2, so ergibt sich aus den Gln. (6.358) und (6.359) folgender Zusam-





Der Parameter γ ist also fu¨r diesen Spezialfall durch Gleichung (6.426) gegeben. Die
Versetzungsdichtekomponente αyz aus der Gl. (6.413) wird Null. Setzt man diesen
Wert fu¨r γ in die Gleichung (6.384) fu¨r B ein, so folgt daraus, daß B = A und fu¨r die























, σyy = 0, σyx = 0
(6.427)
und die gleiche Ausdru¨cken fu¨r σzz und σkk wie in den Gleichungen (6.391) und (6.392)
entsprechend. Fu¨r die Distorsionen (6.394)–(6.397) erhalten wir
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Aus den Gleichungen (6.412), (6.416) folgen fu¨r ℓ3 = ℓ2 die entsprechenden Beziehungen































Die Versetzungsdichtekomponente αxz(r, φ) = αxz(r) wird zylindersymmetrisch. Fu¨r









































Die Eichfeldtheorie liefert fu¨r den Fall ℓ3 = ℓ2, die Spannungsfelder (6.434)–(6.438).
Wir mo¨chten diese, im Vergleich zu den Spannungen (6.439)–(6.443), als einer mo-
difizerten Volterra-Versetzung geho¨rig ansehen. Die Vorfaktoren sind unterschiedlich.
Die Volterra-Versetzung besitzt keine σzz Komponente, d.h. Kompressionen und Dila-
tationen des Kristallgitters durch die Stufenversetzung werden nicht erfaßt. In einem
inkompresiblen Medium, wenn ν = 1/2 und entsprechend nach Gl. (6.426) auch γ =∞
ist, werden die Spannungskomponenten σxx und σxy beider Theorien identisch. In einer
modifizierten Volterra-Versetzung gilt aber immer σkk 6= 0, d.h. eine Stufenversetzung
kann nicht in einem inkompressiblen Medium mit asymmetrischen Spannungsfelder
existieren.
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Die Energie zur Erzeugung einer Stufenversetzung kann analog zur Rechnung fu¨r
die Schraubenversetzung berechnet werden. Aufgrund der Erzeugung einer Stufenver-







(σxxβxx + σxyβxy). (6.444)
Die gespeicherte Verzerrungsenergie der Stufenversetzung im Material folgt aus der















































Durch anschließende Integration ergibt sich fu¨r die Kernenergie der Stufenversetzung

























Somit bekommt man fu¨r die Erzeugung einer Stufenversetzung die gespeicherte Ge-
samtenergie


























Die Peach-Koehler Kraft, die eine Stufenversetzung mit dem Burgersvekor bx am Ort
r = (0, 0) auf eine andere zu ihr parallel ausgerichtete mit dem Burgersvektor by am
Ort r = (Rx, Ry) ausu¨bt, ist gleich mit
F (Rx, Ry) = Fx(Rx, Ry)ex + Fy(Rx, Ry)ey, (6.450)
mit den einzelnen Komponenten gegeben durch
Fx(Rx, Ry) = −
∫ ∫
σxy(x, y)αxz(Rx − x,Ry − y) dx dy, (6.451)
Fy(Rx, Ry) =
∫ ∫
σxx(x, y)αxz(Rx − x,Ry − y) dx dy. (6.452)
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Die Integranden besitzen die folgende Form










































Fu¨r die Betra¨ge der Absta¨nde im ebenen Fall gilt r =
√
x2 + y2 und R − r =√
















































−i(qx x+qy y)dqx dqy. (6.458)
gegeben. Aus dem Faltungstheorem folgt fu¨r die Fourier-Transformierten der Kompo-

















y im Fourier-Raum. Die Funktionen f˜1 und f˜2 ergeben












































































Bei der ausgefu¨hrten partiellen Integration wurden die Randterme zu Null gesetzt. Die
Transformierte von g˜(q) ist zylidersymmetrisch und wurde schon fu¨r die Schrauben-
versetzung benutzt. Es ist das gleiche Ergebnis fu¨r die Rechnung zu u¨bernehmen. Da-


























Mit Hilfe der Ru¨cktransformation bekommt man fu¨r die einzelnen Komponenten der







































































































































Die Peach-Koehler Kraft in Polarkoordinaten lautet
Fr(R) =
√
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Da eine Zylindersymmetrie vorliegt, ist Fφ = 0. Fu¨r einen realistischen Wert von
ν = 0.3, beka¨me man den Vorfaktor 5 bxby µ /2 π. Nach Gl. (6.426) ist dann γ = 5/2µ.
Die Kraft (6.466) ist zylindersymmetrisch, d.h die Kraft zwischen beiden Stufenverset-
zungen ist richtungsunabha¨ngig. In Wirklichkeit sind die Stufenversetzungen fu¨r die
Strukturbildung im Material verantwortlich und es werden Versetzungsnetzwerke be-
obachtet. Unter einer zylindersymmetrischen Kraftverteilung ko¨nnen diese Strukturen
nicht gebildet werden und somit ist die Peach-Koehler Kraft (6.466) unphysikalisch.
Werden weiterhin alle inneren La¨ngen ℓ3 = ℓ2 = ℓ1 gleich gesetzt, so erha¨lt man wie-
der die Beziehung (6.426) fu¨r den Materialparameter γ, welche zu unphysikalischen
Stufenkonfigurationen fu¨hrte. Da also mit einer inneren La¨nge nur zylindersymme-
trische Konfigurationskra¨fte mo¨glich sind, braucht man um die physikalische Felder
naturgema¨ß zu beschreiben die zusa¨tzliche innere La¨nge aus dem Fall B. Man kann
trotzdem so tun als ob eine Zylindersymmetrie fu¨r die Stufe mo¨glich wa¨re, um ein
Gefu¨hl fu¨r die Gro¨ße der Peach-Koehler Kra¨fte dieser beiden Versetzungstypen zuein-
ander zu bekommen. Setzt man na¨mlich ℓ2 = ℓ1 in die Gl. (6.466) ein, dann bekommt
man mit der Gl. (6.310) und die Wahl ν = 0.3 und γ = 5/2µ nach Gl. (6.426) folgendes







d.h. eine kleinere Konfigurationskraft fu¨r die Stufe als fu¨r die Schraube, ein unrealisti-
sches Resultat.
6.4.4 Fall B : γ →∞
Dieser Fall ist insofern interessant, da er eine Analogie zur klassischen Elastizita¨tstheo-










d.h die innere La¨nge ℓ3 ist fu¨r bekannte innere La¨nge ℓ2 immer gegeben. Fu¨r die oft in
Metallen vorkommende Poissonsche Querkontraktionszahl ν = 0.3 gilt ℓ3 = 0.845 ℓ2.
Dem Gu¨ltigkeitbereich der Poissonschen Querkontraktionszahl (2.39) entspricht der
Bereich 1/2ℓ2 ≤ ℓ3 ≤ ℓ2 fu¨r die innere La¨nge ℓ3, d.h. fu¨r ein inkompressibles Medium
ν = 1/2, gilt ℓ3 = ℓ2 und man ist wieder im Fall A angesiedelt. Fu¨r die Vorfaktoren A










Man erkennt, daß fu¨r ein inkompressibles Medium B = A gilt. Fu¨r den Grenzwert
γ → ∞ des Materialparameters γ verschwindet die Rotationkomponente (6.399) der
Distorsion und somit auch die Komponenten des Tensors Kωij
ωz = β[xy] = 0, K
ω
zx = 0, K
ω
zy = 0. (6.470)
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Entsprechend sind die anderen Spannungskomponenten und Distorsionkomponenten
mit den Gln. (6.468) und (6.469) zu modifizieren. Der Nyesche-Kru¨mmungstensor Kij
ha¨ngt mit Keij nur noch von der Rotation der elastischen Verzerrung ab, die nur von den
Abstandsa¨nderungen zwischen den materiellen Punkten gegeben ist. Man bezeichnet
sie auch als Dehnungskru¨mmung. Im Fall γ →∞ kommen also die Hyperspannungen
allein durch die Dehnungskru¨mmung zustande. Aus der Distorsion u¨berlebt nur die
Verzerrung und die Versetzungsdichte und somit auch der Nyesche-Kru¨mmungstensor
werden eine Funktion von der Rotation der Verzerrung. Fu¨r die potentiellle Energie-
dichte eines inkompatiblen elastischen Mediums mit Stufenversetzungen gilt
lim
γ→∞
W(β, rotβ) = W(e, rote). (6.472)
Solche Energiedichten werden auch fu¨r ein kompatibles elastisches Medium mit Mo-
mentenspannungen benutzt [84, 85, 128]. Fu¨r ein kompatibles Medium gilt αij und
somit Kij = 0. Aus der Gl. (A.7) bekommt man
ωi,j = −ǫikl ejl,k, (6.473)
d.h. die ortsvera¨nderlichen elastischen Drehungen sind fu¨r ein bekanntes Verschiebungs-
feld ui immer von den Abstandsa¨nderungen abha¨ngig. Ist das elastische Medium in-
kompatibel, also existieren im Material Versetzungen, dann kann es unter Umsta¨nden
auch ortsvera¨nderliche Drehungen ωi,j im Material geben, die aus einer reinen relativen
starren Rotation benachbarter Volumenelemente ergeben. Bei bestimmten regelma¨ßi-
gen Versetzungsanordnungen von mehreren Stufenversetzungen [40], ist ein makro-
skopischer, spannungsfreier Kraftzustand σ¯ij = 0 mo¨glich. Der waagerechte Schritt
bedeutet eine Mittelung von allen einzelnen Spannungsfelder der Stufenversetzungen
u¨ber einem makroskopischen Fla¨chenelement. Die regelma¨ßige, periodische Anordnung
ist so gegeben, daß die einzelne Dilatations und Kompressionsfelder um die Verset-
zungen sich gegenseitig anihilieren. Das Kristallgitter erfa¨hrt also eine spannungsfreie
Gitterverbiegung mit H¯ijk,k = 0. Diese gegenseitige Wirkung der Stufenversetzungen
verursacht einen verzerrungsfreien Zustand eij = 0, also entsprechend auch K¯
e
ij = 0
und die zugeho¨rige verzerungsfreie Gitterverbiegung K¯ij = K¯
ω
ij des Kristalls ruft die
makroskopischen, spannungsfreie und divergenfreie Momentenspannungen H¯ijk,k = 0
hervor. Die Mittelung der langreichweitigen Biegekru¨mmungen Kωzx, K
ω
zy des Kristalls
aus den Gln. (6.400) und (6.401) u¨ber ein makroskopisches Volumenelment, welches
eine verzerrungsfreie Anordnung von Stufenversetzungen beinhaltet, gibt dann die ma-
kroskopischen Nyeschen-Kru¨mmungen K¯zx = α¯zx, K¯zy = α¯zy an, die als Schnittgro¨ßen
an einer infinitesimalen, makroskopischen Schnittfla¨che erscheinen. Fu¨r eine einzelne
Stufenversetzung ist natu¨rlich so ein Zustand nicht mo¨glich, da dort immer σ[xy] 6= 0
herrschen muß [129].
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6.4.5 Fall C: ℓ1 = ℓ2, γ = 0
Das Momentengleichgewicht fu¨r den antisymmetrischen Anteil H[ij]k der Hyperspan-
nungen lautet
DkH[ij]k + σ[ij] = σ
0
[ij]. (6.474)
Fu¨r γ = 0 geht dieses Gleichgewicht mit verschwindenden antisymmetrischen Spannun-
gen σ[ij] = σ
0
[ij] = 0 verloren. Es sind a¨ußere Momente dann no¨tig, um das Gleichgewicht
weiterhin aufzubewahren. Asymmetrische Spannungen sind also immer erforderlich,
um das Momentengleichgewicht zu erfu¨llen. Fu¨r ein Materialgesetz mit symmetrischen
Spannungen γ = 0, ist B = 0 und wenn dieser Wert fu¨r B in die Gln. (6.387)–(6.391)
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Damit sind auch die Ergebnisse der Eichfeldtheorie fu¨r symmetrische Spannungen [10]
mit der inneren La¨nge ℓ2 = ℓ1 = a1/2µ reproduzierbar. Ein Vergleich dieser Ergebnis-
se mit der Gradiententheorie der Elastizita¨t vom Helmholtz-Typ [131] zeigt, daß die
Gleichungen fu¨r die Spannungskomponenten die gleiche Form besitzen. Nur die inneren















[xy] = 0. (6.479)
gegeben.
6.5 Die mikromorphe Elastizita¨t als Versetzungs-
theorie.
In dem Kapitel u¨ber Elastizita¨t mit einer Mikrostruktur hatten wir drei kinematische
Gro¨ßen eingefu¨hrt. Zur Erinnerung mo¨chten wir sie kurz auflisten
Mikroverzerrung : eij = ψ(ij), (6.480)
Relative Deformation : γij = ui,j − ψij , (6.481)
Mikrodeformation : κijk = ψij,k. (6.482)
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Aus diesen hat man die entsprechenden zugeho¨rigen dualen Gro¨ßen der Mikrospannung
sij , der relativen Spannung tij und der Hyperspannung mijk hergeleitet. Es stellt sich
nun die Frage, ob aus den oberen kinematischen Deformationsgro¨ßen, die kinematischen
Gro¨ßen der Eichfeldtheorie der Versetzungen reproduzierbar ist. Fu¨r den statischen
Fall wurde gezeigt, daß es mo¨glich ist. Zu diesem Zweck werden fu¨r die kinematischen
Gln. (6.480)–(6.482) eines kompatiblen elastischen, mikromorphen Mediums folgende
Substitutionen ausgefu¨hrt
eij → −φ(ij) = β
pl
(ij), (6.483)
γij → βij = ui,j + φij, ψij → −φij = β
pl
ij (6.484)
κijk → Tijk = ψi[j,k] = φik,j − φij,k. (6.485)
Man intepretiert jetzt die Mikrodeformation als die plastische Distorsion. Aus der ela-
stischen Mikroverzerrung wird die plastische Verzerrung eines elastischen Mediums mit
Versetzungen. Damit ist diese Gro¨ße keine Zustandsgro¨ße mehr. Aus der relativen Dis-
torsion wird die elastische Distorsion als neue Zustandsgro¨ße. Schließlich bekommt man
aus dem Mikrodeformationsgradienten durch eine Antisymmetrisierung in den letzten
zwei Indizes die Cartansche Torsion. Somit wird aus dem Gradienten die Rotation gebil-
det. Man hat gerade gesehen, daß die kinematischen Gleichungen eines mikromorphen
elastischen Mediums durch die Substitutionen (6.483)–(6.485) in solche der Eichfeld-
theorie der Versetzungen u¨berfu¨hrt werden ko¨nnen. Aus der potentiellen Energie eines
kompatiblen mikromorphen Mediums ergibt nun die entsprechende potentielle Energie
der statischen Eichfeldtheorie
W(e,γ,κ)→W(β,T ). (6.486)
Wir wissen, daß die Gleichungen der mikromorphen Elastizita¨t ihren komplexen Cha-
rakter durch die Matrialgesetze bekommen. In dieser Theorie besitzt na¨mlich der Ma-
terialtensor Dijklmn fu¨r das lineare Hookesche Gesetz zwischen den Hyperspannungen
mijk und dem Gradienten der Mikrodeformation κlmn nur die Symmetrie Dijklmn =
Dlmnijk. Diese Symmetrie reduziert die Anzahl der Materialparameter von fu¨nfzehn
auf elf. Durch die Antisymmetrie in den letzten zwei Indizes von κijk sieht man sofort
aus der Materialgleichung (3.116), daß τ1 = τ4 = τ5 = 0. Durch einen weiteren Ver-
gleich mit den Gln. (6.35), (6.36) und (6.30) ergeben sich folgende Relationen zwischen
den Materialkonstanten
c1 =A1 = τ7 − τ9, (6.487)
c2 =A5 + A13 = 2 (τ8 − τ10), (6.488)
c3 =A8 − A9 = τ3 − τ6, (6.489)
mit den entsprechenden Beziehungen zwischen den verschiedenen Ai und τj Material-
konstanten
A1 = τ7 − τ9, A5 = τ8 − τ11, A8 = τ3 − τ2, (6.490)
A9 = τ6 − τ2, A13 = τ8 − τ10, τ11 = τ10. (6.491)
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Fu¨r die Spannungen tkl, skl und Momentenspannungen mklm aus der Gl. (3.109) gilt
jetzt
tkl → σkl, skl → 0, mklm → Hklm, (6.492)
d.h. der Mikrospannungstensor skl = 0 muß verschwinden, da die Mikroverzerrung nach
Ausfu¨hrung der Substitution (6.483) keine Zustandsgro¨ße mehr ist. Aus der Konstitu-
tivgleichung (3.115) bekommt man die zusa¨tzliche Gleichungen fu¨r die Materialpara-
meter
λ+ ν = 0, λ+ 2 ν + τ = 0, µ+ σ = 0, 2 (µ+ 2σ + η) = 0. (6.493)
Man substituiert noch κ = γ fu¨r den Spannungstensor tkl. Vor dem Tensor γlk muß
noch γ subtrahiert werden. Vera¨ndert man entsprechend durch obige Wahl der Mate-
rialkonstanten die Konstitutivgleichungen (3.114)–(3.116), so gelangt man auch zum
linearen statischen Gleichungssystem der Eichfeldtheoretischen Versetzungstheorie mit
den insgesamt zwo¨lf unbekannten Gro¨ßen ui, φij. Die in diesem Abschnitt erwa¨hnte Her-
leitung einer Versetzungtheorie aus einer mikromorphen Theorie erfolgte zum gro¨ßten
Teil in der Arbeit von Eringen und Claus [130]. Ein Unterschied besteht darin, daß zur
Zeit als diese Arbeit erschien, anstatt der Mikroverzerrung (6.480) die Makroverzer-
rung eij = u(i,j) fu¨r die Konstitutivgleichungen benutzt wurde. Spa¨ter erkannte Eringen
[71], daß fu¨r die potentielle Energie eines mikromorphen Mediums zusa¨tzlich zur rela-
tiven Deformation (6.481) und Mikrodeformation (6.482), die Mikroverzerrung (6.480)
als dritte kinematische Gro¨ße und nicht die Makroverzerrung die entscheidene Rolle
spielt.
Die dynamischen Gleichungen der Eichfeldtheorie sind aus der dynamischen mi-
kromorphen Elastizita¨t nicht herleitbar. Die Tra¨gheitglieder sind durch ρu˙i und ρJφ˙ij
gegeben. Der Versetzungsstromdichtestrom Iij entspricht aber nach Gl. (6.15) im all-
gemeinen nicht nur der plastischen Distorsionsgeschwindigkeit. Dies wurde nur gel-
ten wenn der Gradient des dynamischen Eichpotentials ϕi,j = 0 verschwinden wurde.
Zusa¨tzlich besitzt im allgemeinen die Geschwindigkeit des materiellen Punktes au-
ßer dem elastischen ρu˙i noch einen plastischen Geschwindikeitsanteil ρϕi, d.h. beide
Tra¨gheitsglieder unterscheiden sich. Wa¨hrend also fu¨r die dynamische mikromorphe
Elastizita¨t weiterhin zwo¨lf unbekannten Variablen gibt, erho¨ht sich diese Anzahl in der
dynamischen Eichfeldtheorie wegen dem vektorwertigen Eichpotential ϕi auf fu¨nfzehn.
Wie schon gezeigt wurde, fu¨hrt die Variation der Lagrangedichte nach dieser zusa¨tzli-
chen Variablen ϕi auf die Gl. (6.23), die in der dynamischen mikromorphen Elastizita¨t
nicht vorhanden ist.
6.6 Das dynamische anti-ebene Problem
In der klassischen Elastizita¨tstheorie gab Frank [132, 133] als erster eine Lo¨sung fu¨r das
Verschiebungsfeld um eine gleichma¨ßig bewegte Schraubenversetzung. Eshelby [134]
gab zur gleichen Zeit eine Lo¨sung fu¨r die gleichma¨ßig bewegte Stufenversetzung. In
der Dynamik wurde lange die Meinung vertreten, daß der Schall eine unu¨berwindbare
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Grenzgeschwindigkeit fu¨r die Bewegung einer Versetzung in einem Kristall darstellt. In
der dynamischen Eichfeldtheorie la¨ßt sich Sharma und Zhang [135] aus der Lorentz-
Invarianz der Bewegungsgleichung fu¨r eine Schraubenversetzung in die Irre fu¨hren. Er
leitet eine zweite, ho¨her liegende Grenzgeschwindigkeit als die Schallgeschwindikeit ab,
die er im klassischen Sinn als unu¨berwindbar ansieht. Die von Gumbsch und Gao [136]
numerische Berechnung gab Indiz dafu¨r, daß das U¨bertreten einer Bewegung in den
U¨berschallbereich mo¨glich ist. Somit weist die Dynamik eine Parallele zur Gasydyna-
mik auf. A¨hnlich wie dort vera¨ndern die Bewegungsleichungen fu¨r die Versetzung beim
U¨bergang vom Unterschall zum U¨berschall ihren elliptischen Charakter und werden
hyperbolisch. Damit verliert fu¨r dieses Problem die Lorentz-Invarianz ihre Bedeutung.
Die Bewegungsgleichung fu¨r eine Stufenversetzung ist nur Galilei-invariant. In der klas-
sischen, dynamischen inkompatiblen Elastizita¨t wurde diese Tatsache schon fru¨h von
Eshelby [137, 138] und Weertman [139, 140] erkannt. Wir mo¨chten die dynamischen
Feldgleichungen der Eichfeldtheorie fu¨r eine gleichma¨ßig bewegte Schraubenversetzung
untersuchen. Wir beschra¨nken uns dabei auf eine Bewegung im Unterschall.
Im Fall des anti-ebenen Problems fu¨r eine Schraubenversetzung bekommt man aus
den Euler-Lagrange Gln. (6.215)–(6.217) fu¨r die Distrosionsfelder βzx, βzy und das
Geschwindigkeitsfeld vz die folgenden Bewegungsgleichungen
ρ v˙z − (µ+ γ) (βzx,x + βzy,y) = 0, (6.494)
ρ vz + (d2 + d3) (β˙zx,x + β˙zy,y −∆vz) = ρ v
0
z , (6.495)
(d2 − d3) (β¨zx − v˙z,x) + c2(βzx,yy − βzy,xy) + (µ− γ) βzx = (µ− γ) β
0
zx, (6.496)
(d2 + d3) (β¨zx − v˙z,x) + c1(βzy,xy − βzx,yy) + (µ+ γ) βzx = (µ+ γ) β
0
zx, (6.497)
(d2 − d3) (β¨zy − v˙z,y) + c2(βzy,xx − βzx,xy) + (µ− γ) βzy = (µ− γ) β
0
zy, (6.498)
(d2 + d3) (β¨zy − v˙z,y) + c1(βzx,xy − βzy,xx) + (µ+ γ) βzy = (µ+ γ) β
0
zy. (6.499)
Die Gl. (6.494) beschreibt die Impulsbilanzgleichung (6.215) fu¨r vz, die Gl. (6.495) er-
gibt sich aus der ersten Bilanzgleichung (6.216) fu¨r den Versetzungsimpuls. Diese kann
aus einer dynamischen mikromorphen Theorie nicht hergeleitet werden. Die letzten
vier Gln. (6.496)–(6.499) resultieren aus der zweiten Bilanzgleichung (6.217) fu¨r die
Hyperspannungen. Man setzt die anti-ebene Bedingung (6.240) fu¨r eine Schraubenver-
setzung in die Gln. (6.496)–(6.499) ein. Subtrahiert man dann die aus den Gln. (6.496)





− (d2 + d3)
]
(β¨zx − v˙z,x) = 0, (6.500)
aus welcher man, im allgemeinen Fall fu¨r β¨zx − v˙z,x 6= 0, folgende Bedingung fu¨r die
Materialparameter d2 und d3
d2 − d3 =
µ− γ
µ+ γ
(d2 + d3), (6.501)
erha¨lt. Aus dieser Bedingung sieht man, daß fu¨r symmetrische Spannungen γ = 0 der
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Materialparameter d3 = 0 verschwinden muß. Mit der Wahl (6.501) fu¨r die Material-
parameter vera¨ndern sich die Bewegungsgleichungen zu
ρ v˙z − (µ+ γ) (βzx,x + βzy,y) = 0, (6.502)
ρ vz + (d2 + d3) (β˙zx,x + β˙zy,y −∆vz) = ρ v
0
z , (6.503)
(d2 + d3) (β¨zx − v˙z,x) + c1(βzy,xy − βzx,yy) + (µ+ γ) βzx = (µ+ γ) β
0
zx, (6.504)
(d2 + d3) (β¨zy − v˙z,y) + c1(βzx,xy − βzy,xx) + (µ+ γ) βzy = (µ+ γ) β
0
zy. (6.505)
Mit Hilfe der Impulsgleichung (6.502) ko¨nnen die Terme v˙z,x und v˙z,y in den Gln. (6.504)
und (6.505) eliminiert werden. Zusa¨tzlich ko¨nnen durch die Impulsgleichung die ra¨umli-
chen Ableitungen in den Distorsionen in der Bewegungsgleichung fu¨r den Versetzungs-
impuls (6.503) eliminiert werden. Dadurch entsteht eine partielle Differentialgleichung,
die nur die Geschwindigkeit vz beinhaltet. Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem
fu¨r die Feldvariablen vz, βzx und βzy
τ 2 v¨z + ℓ
2
d∆vz − vz = v
0
z , (6.506)




d) βzy,xy − ℓ
2
d βzx,xx − ℓ
2
1 βzx,yy + βzx = β
0
zx, (6.507)






d βzy,yy − ℓ
2
1 βzy,xx + βzy = β
0
zy, (6.508)









Die Gln. (6.506)–(6.508) beschreiben die allgemeine Dynamik fu¨r eine Schraubenver-
setzung mit der Versetzungslinie entlang der z-Achse. Wir betrachten jetzt eine in
x-Richtung gleichma¨ßig bewegte Schraubenversetzung. Fu¨r einen in x-Richtung mit
der Schraubenversetzung gleichma¨ßig mitbewegten Beobachter werden die Bewegungs-
gleichungen (6.506)–(6.508) stationa¨r. Man fu¨hrt dabei entlang der x-Achse die Galillei-
Transformation
x′ = x− vt, y′ = y, z = z′, v = const. (6.510)
Fu¨r die zeitliche Ableitungen bekommt man aus der Transformation (6.510)
˙( ) = −v
∂
∂x′









vz,x′x′ − vz,yy − vz = v
0
z , (6.512)
[(v τ)2 − ℓ2d] βzx′,x′x′ − ℓ
2




d) βzy,x′y + βzx′ = β
0
zx′, (6.513)
[(v τ)2 − ℓ21] βzy,x′x′ − ℓ
2




d) βzx′,x′y + βzy = β
0
zy. (6.514)
Die Gleichung (6.512) fu¨r die Geschwindigkeit vz ist eine modifizierte Helmholz Glei-
chung. Das liegt an dem Vorfaktor von vz,x′x′. Nur im Spezialfall v τ << ℓd wurde man
eine Helmholtz Gleichung bekommen. Die Gln. (6.513)–(6.514) fu¨r die Distorsionen βzx







Ausgehend von den kontinuierlichen Symmetrien des Wirkungsfunktionals fu¨r ein ela-
stisches Medium mit einer deformierbaren Mikrostruktur wurden nach den Emmy
Noetherschen Theorem Erhaltungsa¨tze und Bilanzgleichungen hergeleitet. Fu¨r die Trans-
lations und Rotationssymmetrien bekam man analog zur homogenen und isotropen
klassischen Elastizita¨t die Divergenzfreiheit des Energie-Impluls Tensors und des Dre-
himpulstensors. Der Eshelbysche Spannungstensor bekommt in elastischen Materialien
mit Mikrostruktur zusa¨tzliche Terme. Ist die Mikrostruktur ein starrer Mikroko¨rper,
so erscheint im Vergleich zum Eshelbyschen Tensor der klassischen Elastizita¨t, noch
das Produkt der Momentenspannungen mit dem Gradienten der Mikrorotation. Ist
fu¨r die Mikrostruktur eine homogene Dilatation zugelassen, so kommt ein Produkt
des Vektors der Mikrodilatation mit dem Gradienten einer skalaren Funktion, welche
die Dilatation beschreibt, hinzu. Anschließend wurde gezeigt, daß im allgemeinsten
Fall einer beliebig deformierbaren Mikrostruktur der neue Term als Produkt des Mi-
krodistorsionsgradienten mit einem Tensor dritter Stufe, den Hyperspannungstensor,
dargestellt wird. Die Isotropiebedingungen fu¨r diese Kontinua wurden fu¨r den Drehim-
pulstensor berechnet. Aus den lokalen Erhaltungssa¨tzen wurden mittels des Gaußschen
Integralsatzes die integrale Erhaltungsgro¨ßen als Jk- und Lk- Integrale angegeben. Der
Dilatationsstrom wird in elastischen Medien mit einer Mikrostruktur gebrochen. Das
M-Integral verschwindet nicht wie in der klassischen Elastizita¨t. Fu¨r das Kontinuum
mit einer Dilatationsstruktur und das mikromorphe Kontinuum ist dieses ein Maß fu¨r
die Konfigurationsarbeit.
Man untersuchte die Struktur der Erhaltungssa¨tze und Bilanzgleichungen in der
Gradientenelastizita¨t. Man bekam analoge Ergebnisse. Ein Unterschied besteht in der
Herleitung der allgemeinen Formeln fu¨r die Stro¨me. Die in dieser Arbeit untersuchte
Lagrangedichte der Gradientenelastizita¨t beinhaltet in sich die zweite Ableitung des
Verschiebungsfeldes, im Gegesatz zur mikromorphen Elastizita¨t, wo nur die ersten Ab-
leitungen des Verschiebungsfeldes und der Mikrodeformation auftreten. Die einzelne
Stro¨me weisen eine a¨hnliche Struktur wie die in der Elastizita¨t mit Mikrostruktur. Der
Eshelbysche Spannungstensor bekommt im Vergleich zur klassischen Elastizita¨t zwei
zusa¨tzliche Terme. Der erste Term erscheint als Produkt des Verschiebungsgradien-
ten mit der Divergenz des Hyperspannungstensors. Der zweite Term entha¨lt analog zur
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Elastizita¨t mit Mikrostruktur das Produkt des Hyperspannungstensors mit der zweiten
Ableitung des Verschiebungsfeldes. Fu¨r den Symmetriebruch des Dilatationsstroms ist
die Struktur sehr a¨hnlich. Die zum Hyperspannungstensor kanonisch konjugierte Gro¨ße
ist nicht der Mikrodistorsionsgradient sondern die zweite Ableitung des Verschiebungs-
feldes.
Zur Beschreibung eines inkompatiblen elastischen Mediums kommt durch die Ver-
letzung der Inkompatibilita¨tsbedingungen die Versetzungsdichte als neue kinematische
Gro¨ße zur elastischen Distorsion neu hinzu. Nach der klassischen Elastizita¨t geht an-
statt des Verschiebungsgradienten die elastische inkompatible Distorsion ins Materi-
algesetz ein. Mit Hilfe der additiven Zerlegung des totalen Verschiebungsgradienten
taucht zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes in der Gleichgewichtsbilanzgleichung
die plastische Distorsion auf. Die Eichfeldtheorie der Versetzungen liefert eine aus er-
sten Prinzipien geschlossene Theorie. Aus der Lagrangedichte der Elastizita¨t erzeugte
man nach Ausfu¨hrung der minimalen Kopplung die Lagrangedichte der inkompatiblen
Elastizita¨t. Zu dieser addierte man eine Lagrangedichte, die den Einfluß des Versetzung-
kernes beru¨cksichtigt. Die aus diesen beiden Teilen zusammengesetzte Lagrangedichte
stellte die Grundlage fu¨r ein System aus der gleichen Anzahl von Bewegungsgleichungen
wie fu¨r die unbekannten Felder, das Verschiebungsfeld und die beiden Eichfelder. Die-
ses kann fu¨r bekannte Anfangsbedingungen oder Randbedingungen gelo¨st werden. Der
Versetzungsanteil der Lagrangedichte beschreibt dabei den Einfluß des Versetzungsker-
nes auf die Verzerrungs und Spannungsverteilung im elastischen Medium. Beschrieben
durch die kinematische Gro¨ße des Versetzungsdichtetensors ruft Spannungen ho¨herer
Ordnung, sogennante Hyperspannungen hervor. Man untersuchte die kanonische und
eichinvariante Stro¨me fu¨r die Teilsysteme und das gesamte aus dem elastoplastischen
Anteil und einen den Einfluß des Versetzungskernes beru¨cksichtigen Anteil.
Im Vergleich zu den vorherigen Arbeiten in der Eichfeldtheorie der Versetzungen,
wa¨hlten wir fu¨r ein isotropes elastisches Material mit Versetzungen das allgemeinste
Materialgesetz fu¨r den Spannungs und Hyperspannungstensor, welches die Asymme-
trie in den Spannungen beru¨cksichtigt. Aus der Bedingung fu¨r die positive Definitheit
der potentiellen Energie bekam man Ungleichungen fu¨r die sechs Materialparametern
und hat die Notwendigkeit fu¨r die Asymmetrie der Spannungen gezeigt. Es wurde an-
hand des Beispiels einer einzelnen Schrauben und Stufenversetzung Lo¨sungen aus dieser
Theorie ermittelt. Im Vergleich zu der Eichfeldtheorie mit symmetrischen Spannungen
blieb jetzt die kinematische Gro¨ße der elastischen Rotation nicht unbestimmt. Zur
Lo¨sung des statischen Gleichungssystems benutzten wir den Mindlinschen Spannungs-
funktionsansatz welcher sich zur Entkopplung der Gleichungen als geeignet erwies.
Aus der Behandlung des anti-ebenen und ebenen Problems ergaben sich zwei cha-
rakteristische, innere La¨ngen. Aus dem anti-ebenen Problem fu¨r die Schraubenver-
setzung ergab sich die gleiche innere La¨nge wie im Fall der symmetrischen Eichfeld-
theorie. Die Asymmetrie offenbart sich lediglich in den Vorfaktoren fu¨r die gesuchten
Distorsionsfelder und Spannungsfelder. Fu¨r die Stufenversetzung hat man eine neue
innere La¨nge bekommen. Somit lieferte die Eichfeldtheorie mit asymmetrischen Span-
nungen zwei innere La¨ngen geeignet entsprechend fu¨r Torsions und Biegeprobleme.
Die inhomogene Bilanzgleichung fu¨r die Spannungen hergeleitet unter Benutzung des
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inversen Materialgesetzes wird mit einem Spannungsfunktionsansatz gelo¨st. Man be-
kommt eine durch den Versetzungskern modifizierte Lo¨sung, welche auch das richtige
asymptotische klassische Fernverhalten zeigt. Die Lo¨sungen nach der klassischen Elasti-
zita¨tstheorie wurden fu¨r asymmetrische Spannungen berechnet. Die Distorsionen und
Spannungen steigen vom Wert Null auf der Versetzungslinie bis zu einem maximalen
Wert in unmittelbarer Entfernung vom Kernradius. Dann fallen sie wieder ab und pas-
sen sich schließlich asymptotisch dem klassischen Abklingverhalten an. Somit werden
auch die Spannungen regularisiert. Man berechnete die Versetzungsdichte und Hyper-
spannungen fu¨r beide Probleme. In den allgemeinen Lo¨sungen fu¨r die Stufenversetzung
kommen zwei innere La¨ngen vor und die Funktion der Versetzungsdichte zeigt im Ver-
gleich zur symmetrischen Eichfeldtheorie keine Zylindersymmetrie mehr. Man hat die
Peach-Koehler Kraft zwischen zwei geraden, in z-Richtung gerichteten Schraubenver-
setzungen berechnet. Die Rechnung wurde mit Ergebnissen aus anderen Theorien, wie
die aus der klassischen und der nichtlokalen Elastizita¨t vergliechen.
Schließlich gab man einen Ausblick u¨ber die Bewegungsgleichungen der dynami-
schen Eichfeldtheorie. Man untersuchte das anti-ebene Problem einer Schraubenverset-
zung. Man bekam eine dynamische La¨nge und eine innere charakteristische Zeit. Fu¨r die
gleichma¨ßig bewegte Schraubenversetzung ergab sich aus der Galillei-Transformation




Der Ausgangspunkt ist die Gl. (5.18) fu¨r den Versetzungsdichtetensor als die Rotation
der elastischen Distorsion
α = rotβ, (A.1)
Symbolisch ha¨ngt der Versetzungsdichtetensor α mit der Anwendung des Rotations-
operators von rechts auf die Distorsion
α = β ×∇, αij = ǫjklβil,k. (A.2)
Man setzt die additive Zerlegung (2.16) fu¨r die elastische Distorsion in die Gl. (5.18)
ein und schreibt dabei die elastische Rotation durch ihren equivalenten axialen Vektor
aus Gl. (2.18) um, so bekommt man fu¨r den Versetzungsdichtetensor die Beziehung
αij = ωj,i − ωk,k δij + ǫjkl eil,k. (A.3)
Aus Gl. (A.3) ergibt auch die Spur des Versetzungsdichtetensors
αkk = −2ωk,k. (A.4)
Man multipliziert die Gl. (A.4) mit δij/2 und subtrahiert das Resultat anschließend






mit den eingefu¨hrten Tensoren
Kij := αji −
1
2
αkk δij , K
ω
ij := ωi,j, K
e
ij := ǫikl ejl,k. (A.6)
Den Tensor Kωij findet man in einer Theorie mit Momentenspannungen (Couple stress).
Er ist als der Gradient des axialen Vektors ωi der lokalen Rotation des Kontinuums
definiert. Im Falle einer kompatiblen Deformation ist αij = 0 und somit auch Kij = 0,
d.h. aus Gl. (A.5) folgt Kωij = −K
e
ij . Diese Beziehung gilt auch in der kompatiblen
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linearen Elastizita¨tstheorie mit Momentenspannungen. Aus Integration der Gl. (A.3)
ergibt sich die lokale Rotation (2.17), (2.18) eines kompatiblen Kontinuums. Der Tensor
Kij wird Nyescher Tensor gennant [113]. Er ha¨ngt nach Gl. (A.6) nur vom inkompati-
blen Maß des Versetzungsdichtetensors. Bei einem Verzerrungfreien Zustand (eij = 0),
bestimmt er alleine die lokale Rotation des Kristallgitters. Im allgemeinen Fall ha¨ngt
nach Gl. (A.5) Kωij mit Kij u¨ber die elastische Rotation der Verrzerrung K
e
ij zusammen.
Fu¨r das Differential des axialen Rotationsvektors folgt aus Gl. (A.5) und Gl. (A.6)
dωi = Kij dxj − ǫikl ejl,k dxj . (A.7)
Fu¨r ein kompatibles elastisches Rotationsfeld verlangt man
∮
C
dω = 0, (A.8)
d.h. dω ist ein totales Differential. Um die Bedingung (A.8) zu erfu¨llen gibt es zwei
Mo¨glichkeiten. Entweder verschwindet die Rotation an sich fu¨r jeden einzelnen der
Summanden auf der rechten Seite der Gl. (A.7)
ǫjkmǫiln emn,kl = 0, ǫjkmKim,k = 0, (A.9)
oder aber verschwindet die Gesammtsume als
−ǫjkmǫiln emn,kl + ǫjkmKim,k = 0. (A.10)
In symbolischer Form geschrieben, lautet die Gl. (A.10)
E = −inke+ rotK = 0, (A.11)
dabei bezeichnet Eij den Einsteinschen Tensor, der im dreidimensionalen Fall a¨quiva-




ǫinmǫjlkRnmlk, Rnmlk = ǫinmǫjlkEij . (A.12)
Im linearen Fall gilt die Gl. (A.11), d.h. die Riemannsche Kru¨mmung verschwindet, es
existiert also ein Fernparallelismus, welcher die globale Kristallstruktur garantiert.
A.2 Cartansche Torsion
Die Bestimmung des Schließungsfehlers als Burgers-Vektor b in einem Kristall, der
Versetzungen beinhaltet konnte mit Hilfe des Burgers oder Frankeschen Umlaufs um
die Versetzung identifiziert werden. Man kann zu diesem Schließungsfehler auch mit
Hilfe der Differentialgeometrie von Mannigfaltigkeiten gelangen. Diesen Weg wa¨hlte
der Mathematiker Elie Cartan. Zu diesem Zweck benutzte er das Konzept der Paral-
lelverschiebung von infinitesimalen Vektoren. Man betrachtet den Kristall als Konti-
nuum und untersucht seine differentialgeometrische Eigenschaften als Mannigfalitgkeit
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im Raum. Ausgehend von einem Punkt C auf dieser Mannigfaltigkeit zeichnet man
zwei infinitesimale Vektoren d1xi(C) und d2xi(C), die in einem diskreten Kristall zwei
Vektoren von endlicher La¨nge entsprechen wurden, entlang zweier Richtungen. Jetzt
transportiert man jeden einzelnen um einen infinitesimalen Betrag jeweils parallel zum
anderen, also als erstes d1xi(C) parallel zu d2xi(C) und anschließend d2xi(C) parallel
zu d1xi(C). Am Ende bekommt man jeweils zwei neue Vektoren, d1xi(B) im Punkt B
und d2xi(D) im Punkt D. Nach diesem infinitesimalen Transport bekommt man
d1xi(B) = d1xi(C)− Γijk d1xk d2xj,
d2xi(D) = d2xi(C)− Γijk d2xk d1xj (A.13)
Der Schließungsfehler ergibt sich als
dbi : = d1xi(C) + d2xi(D)− d1xi(B)− d2xi(C)
= Γijk(d1xk d2xj − d2xk d1xj) = Γijk dSkj, (A.14)
mit dem Fla¨chenelement
dSkj := d1xj d2xk − d2xj d1xk (A.15)
aufgespannt durch die vier infinitesimalen Vektoren d1xi(C), d2xi(C), d1xi(B) und
d2xi(D). Da der Tensor fu¨r das Fla¨chenelement (A.15) antisymmetrisch in den beiden
Indizes j und k ist, tra¨gt nur der antisymmetrische Anteil Γi[jk] der Konnektion zum
Schließungsfehler dbi bei. Weiterhin definiert man
Tijk ≡ 2Γi[kj] ≡ (Γikj − Γijk) (A.16)
durch die antisymmetrische Konnektion Γi[kj] den Cartanschen Torsions-Tensor. Dieser
stellt einen Tensor dritter Stufe dar, der einen Zusammenhang (A.14) zwischen dem
Fla¨chenelement dSjk und dem Schließungsfehler dbi herstellt. Mit der Einfu¨hrung der
Torsion (A.16) kann eine Beziehung zur Versetzungsdichte hergeleitet werden. Ausge-
hend von Gl. (A.14) gilt






ǫjkl αil dSjk = αil dSl. (A.17)
Dabei wurde die Relation
Tijk := ǫjkl αil (A.18)






zwischen dem antisymmetrischen Tensor dSjk und dem axialen Vektor dSl fu¨r das
Fla¨chenelement benutzt. Damit ist auch die Gl. (5.23) reproduziert. Durch die Gl.(A.18)
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ist also ein Zusammenhang zwischen der Cartanschen-Torsion und dem Versetzungs-
dichtetensor gegeben. Vergleicht man weiterhin die Gl. (A.16) mit der Gl. (6.8), so sieht
man, daß wenn die Konnektion der Mannigfaltigkeit folgendermaßen
Γikj = βik,j (A.20)
gegeben ist, diese Mannigfaltigkeit einen teleparallelen Raum beschreibt. Somit la¨ßt
sich im linearen Fall eine Beziehung fu¨r den symmetrischen Γ(ij)k und antisymme-
trischen Γ[ij]k Anteil der Konnexion mit den entsprechenden Anteilen der Distorsion
herstellen
Γ(ik)j = eik,j, Γ[ik]j = ωik,j. (A.21)
Der Torsionstensor la¨ßt sich mit der Konnexion (A.20) als
Tijk = βik,j − βij,k (A.22)
schreiben.
A.3 Die Taylorreihen der modifizierten Bessel Funk-
tionen
In diesem Anhang geben wir die Taylorreihe Entwicklung der modifizierten Bessel-

































































dabei ist γc = 0.57721566 die Euler Konstante. Durch die ersten Terme in den Tay-
lorreihen Entwicklungen werden die Singularita¨ten fu¨r die Distorsionsfelder βij und
Spannungsfelder σij in der klassischen Elastizita¨t aufgehoben. Die anderen Terme ver-
schwinden an der Stelle r = 0.
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